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Prologo

El presente texto ha sido elaborado pensando en entregar material de apoyo
para un curso de matematica de primer semestre en carreras de administracion y
economia. En éste se abordan las aplicaciones tipicas de la teoria de funciones,
la teoria de limites y el calculo diferencial.

El texto ha sido disefiado de tal forma que los lectores tengan primero una
panoramica general de los temas tratados. Se ha dejado a un lado la
demostracion de los resultados matematicos a favor de una comprension mas
adecuada de las aplicaciones administrativas y economicas de la matematica
basica. Se han realizado ejemplos detallados para un entendimiento adecuado
de los procesos que estan involucrados en la resolucion de cada tipo de
gjercicio.

La obra ha sido desarrollada en tres capitulos, cada uno de los cuales
comienza con una vision general de los temas tratados en el transcurso de éste.
En el capitulo 1 se estudia la teoria de funciones y sus aplicaciones en el &mbito
administrativo. El capitulo 2 estudia la teoria de limites de funciones reales, el
objetico de este capitulo es dar el sustento necesario al calculo diferencial. El
capitulo 3 estd dedicado al estudio del calculo diferencial y sus aplicaciones a la
administracién y economia.

Se piensa tratar temas referentes al calculo integral y a las ecuaciones

diferenciales ordinarias en un segundo tomo.

Leonidas Cerda — Janneth Morocho



Capitulo 1
Funciones

Con frecuencia, es util describir una cantidad en términos de otra. Por ejemplo,
el crecimiento de una planta esta relacionado con la cantidad de luz que recibe,
la demanda para cierto producto esté relacionada con el precio del producto, el
costo de un viaje esta relacionado con la distancia recorrida, etc. En el siglo
XVII, Gottfried Wilhelm Leibniz, uno de los inventores del calculo, introdujo el
término de funcioén en el vocabulario matematico. El concepto de funcion es
uno de los mas basicos en toda la matematica y es esencial para el estudio del

calculo.

En forma breve, una funcién es un tipo especial de relacion que expresa como
una cantidad (la salida) depende de otra cantidad (la entrada). Por ejemplo,
cuando se invierte dinero a alguna tasa de interés, el interés I (salida) depende
del tiempo t (entrada) que el dinero esté invertido. Para expresar esta
dependencia, decimos que I es una “funcion de” t. Las relaciones funcionales
como ésta en general se expresan mediante una férmula que muestra lo que

debe hacerse con la entrada para determinar la salida.

Para ejemplificar, supongase que $100 ganan un interés simple a una tasa
anual del 6%. Luego, puede mostrarse que el interés y el tiempo estan

relacionados por la formula I = 100(0.06)t, donde I estd en dolares y t en
afios. Por ejemplo, si t = 2, entonces el interés se calcula reemplazando el valor

de t (la entrada) en la formula para I (la salida), es decir
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I = 100(0.06) (%) = 3.

Asi, la féormula para el interés asigna la entrada % a la salida 3. Podemos

pensar que la formula para el interés es una regla: multiplicar t por 100(0.06),
la regla asigna a cada niimero de entrada t la salida I, el cual se simboliza
mediante la siguiente notacion t =1 o t — 100(0.06)t. Esta regla es un

ejemplo de una funcion en el sentido de la siguiente definicion:

Definicion. Una funcion en una regla que asigna a cada numero de entrada
exactamente un numero de salida. Al conjunto de los numeros de entrada, para
los cuales se aplica la regla, se le llama dominio de la funcion. El conjunto de

todos los numeros de salida se llama el rango o recorrido.

Para la funcién del interés definida anteriormente, el nimero de entrada no
puede ser negativo, ya que el tiempo negativo no tiene sentido. Asi el dominio

consiste en todos los numeros no negativos; es decir, en todos los numeros t
I 1 .
tales que t = 0. Ademas podemos observar que cuando la entrada es > la salida

es 3. De modo que 3 esté en el rango.

Hasta aqui hemos usado el término funcion en un sentido restringido, ya
que en general, las entradas y salidas no tienen por qué ser numeros. Por
ejemplo, una lista de paises y capitales asigna a cada pais su capital
(exactamente una salida), de modo que hay una funciéon implicada. Por el
momento consideraremos solo funciones cuyos dominios y rangos consistan en

nameros.
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INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

Una variable que represente a los nimeros de entrada para una funcion se
llama variable independiente. Una variable que represente a los nimeros de
salida se denomina variable dependiente, ya que su valor depende del valor de
la variable independiente. Decimos que la variable dependiente es una funcién
(o que esta en funcion) de la variable independiente. Es decir, la salida es una
funcién de la entrada. Asi, para la formula de interés I = 100(0.06)t, la
variable independiente es t y la variable dependiente es I, luego I es funcion de

t.

La ecuacién (o formula) y = x + 2 define a y como una funcion de x. La
ecuacion da la regla: “sumar 2 a x”. Esta regla asigna a cada entrada x
exactamente una salida y = x + 2. De esta forma tenemos que si x =1,
entonces y = 3y si x = —4, entonces y = —2. La variable independiente es x

y la variable dependiente es y.

Nota. No todas las ecuaciones en x y y definen a y como funcion de x. Por
ejemplo, sea y*> = x. Si x es 9, entonces y* = 9, de modo que y = +3. Por lo
tanto, para la entrada 9 se asigna no uno sino dos numeros de salida, 3 y —3.

Esto viola la definicion de funcion, de modo que y no es funcion de x.

Para designar una funcion se utilizan, en general, las letras f, g, h, F, G,

etc.

La ecuacion y = x + 2, define a y como funcion de x. Supongamos que f
representa la regla “sumar 2 a x”. Asi, f es la funcion. Para indicar que f asigna
la entrada 1 a la salida 3, escribimos (1) = 3, que se lee “f de 1 es igual a 3”.
En forma analoga tenemos que f(—4) = —2. En forma general, si x es

cualquier entrada utilizamos la notacion f(x), que se lee “f de x”.

12
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Nota. Se dice que f (x) define la funcion f. Ademas, f (x) representa el nimero
de salida en el rango de f que corresponde al numero de entrada x en el

dominio.

Consideremos nuevamente la ecuacion y = x + 2. El resultado de f(x) es

y pero como y = x + 2, podemos escribir

fx)=x+2.

De esta forma, para encontrar f(3), que es la salida correspondiente a la
entrada 3, reemplazamos con 3 cada x en la expresion f(x) = x + 2, asi

f(3) =3 + 2 = 5. Del mismo modo:

f(8)=8+2=10

f(—4)=—4+2=-2

fla)=a+2
fx+1)=(x+D)+2=x+1+2=x+3

Nota. f(x) no significa f veces x, f(x) es la salida correspondiente a la

entrada x.

1.2 Funciones elementales y sus graficos

La grafica de una funcion definida por f(x) se define como la grafica de la

ecuacion y = f(x). Por ejemplo, la grafica de la funcion definida por

f(x)=x34+x+5

13



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

es la grafica de la ecuacion y = x3 + x + 5. Asi, la grafica de una funcién
consiste en todos los puntos en el plano coordenado cuyas coordenadas son de
la forma (x,x3 + x + 5), es decir, todos los puntos (x, f (x)). Lo mismo es
cierto en el caso general: cada punto sobre la grafica de una funcién f es un par
ordenado cuya primera componente es el nimero de entrada del dominio de f'y

cuya segunda coordenada es el correspondiente ntimero de salida.

Nota. En este nivel, para trazar la grafica de una funcion f se puede dar
valores a la variable independiente x y calcular el valor de la variable

dependiente y = f(x). Por ejemplo, para la funcion definida por
fx)=x3+x+5

se tiene la siguiente tabla de valores con su correspondiente grafico:

y
" ) )
) 2 5
5 X -1 3
0 0 5
1 7
2 15

Figura 0.1. Gréfico de la funcién f(x) = x> + x + 5.

14
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En la siguiente subseccion se enuncia un grupo de funciones elementales

con su respectivo grafico.
1.2.1 Funcién lineal
La funcion lineal tiene la forma f(x) = mx + b, su grafico es una recta tal que:
o m es la pendiente de la recta y nos indica el grado de inclinacion
de la misma, mientras mayor sea mas inclinada serd la recta, si es positiva
tiene una inclinacion hacia la derecha mientras si es negativa tiene una

inclinacion hacia la izquierda.

o b es la interseccion vertical o valor de y cuando x es cero.

y=>bxr+1

Figura 0.2. Gréfica de la funcién lineal.

El grafico 1.2 muestran dos rectas una de pendiente 2 (menos inclinada) y
otra de pendiente 5 (mas inclinada), en ambos casos el valor de b es 1 (la
interseccion vertical o el valor de y cuando x es cero), la inclinacion de las

rectas es hacia la derecha pues su pendiente es positiva.

15
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Not. La pendiente de una recta se puede calcular cuando se conoce dos puntos

por donde pasa la recta, por ejemplo, si (x1,y1) y (x3,¥,) son dos puntos tales

que x; # X,, entonces, m = 2221

Xp=X1

Figura 0.3. Graficpo de la funcion lineal con pendiente negativa.

La Figura 1.3 muestra una recta cuya pendiente es negativa y por tanto

tiene una inclinacion hacia la izquierda.

Nota. Para graficar una funcion lineal (una recta) es suficiente dar dos valores

a la variable independiente x y calcular sus valores corespondientes f(x).

Por ejemplo, si quisiéramos graficar la funcion f(x) = 2x + 4

utilizariamos la tabla que se muestra a continuacion:

16
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8

X |y
[
. 0| 4
: 21 8

-6
Figura 0.4. Grafico de una funcion lineal con pendiente positiva.

Sea f una funcion lineal definida por f(x) = mx + b. Si pedimos que
f(x) = 0, entonces obtenemos una expresion de la forma mx + b = 0, llamada
ecuacion lineal en la variable o incognita x. La solucion de una ecuacién lineal
en la variable x, es decir el valor real x, tal que mx, + b = 0, representa el

punto de interseccion de la grafica de la funcion lineal f(x) = y con el eje x.

El siguiente teorema nos dice como hallar la soluciéon de una ecuacion

lineal en la variable x.

Teorema. La solucion de la ecuacion lineal mx + b = 0 tiene la forma

17
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Para ver que el Teorema 1.1 se satisface es suficiente reemplazar x por el
b 1 :
valor ——en la ecuacién lineal y comprobar que efectivamente se cumple la

igualdad (hacerlo).
1.2.2 Funcién exponencial

Sea a una constante positiva diferente de 1. La funcion definida por f(x) = a*
se llama funcion exponencial con base a. El grafico de una funcidén exponencial

tiene la forma:

En general lo tnico que se sabe de la funcion exponencial es que cuando su
base a es mayor que uno tendra una apariencia como la curva que asciende de
izquierda a derecha y cuando 0 < a < 1 tendra una apariencia como la curva
que desciende de izquierda a derecha. Para un trazo mas adecuado de la funcién

exponencial se realiza una tabla de valores para las variables x y y.

a>1

Figura 0.5. Grafico de la funcién exponencial.

18
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Las figuras 1.6 y 1.7 muestran el trazo de dos funciones exponenciales con

su respectiva tabla de valores.

y
x y
-1 0.33
—0.5 0.57
0 1
0.5 1.73
Figura 0.6. Gréfico de f(x) = 3*. 1 3
y
x y
-1 3
—0.5 1.73
0 1
0.5 0.57
Figura 0.7. Grafico de £(x) = (2)". 1 0.33

Nota. Puesto que a es un numero real positivo diferente de 1 se tiene que

siempre se puede realizar el cdlculo de a*, por tanto el dominio de la funcion

19



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

exponencial es el conjunto de los numeros reales. Ademas, el recorrido de la

funcion esponencial es el conjunto de los reales positivos.

La definicion de la funcion exponencial nos sugiere que si a* = a”
entonces x = y. De este hecho podemos decir que una igualdad (ecuacién para
ser mas exactos) en la que aparezca una variable como exponente se llama
ecuacion exponencial, por ejemplo, la ecuacion 9* = 27 es un ejemplo de
ecuacion exponencial. Resolver una ecuacion exponencial significa hallar el
valor de la variable (incégnita x) que satisfaga la ecuacion. En el ejemplo

anterior se tiene que:

9% =27
(32)x =133
32x — 33

Desde el ejemplo anterior podemos observar que para resolver una
ecuacion exponencial se trata de escribir una igualdacen entre potencia de la

misma base.

Ejemplo. Resolver la ecuacion (2¥*1)% = 64,

Solucién. Se tiene que, aplicando la propiedad (a™)™ = a™™, (2¥*1)2 = 22x+2
y puesto que 64 = 2° tenemos que la ecuacion la podemos escribir como
22%+2 = 26 Tuego 2x + 2 = 6, resolviendo esta ecuacion lineal en la variable

x tenemos que la solucion de la ecuacion exponencial es x = 2.

20
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Ejemplo. Resolver la ecuacion 427> = 64,

Solucién. Se tiene que 42*~> = 43, luego 2x — 5 = 3. Asi x = 4.

1.2.3 Funcion logaritmica

Existe una relacion entre la funcion exponencial y lo que se conoce en

matematica como funcidén logaritmica. Mas exactamente se tiene la siguiente

definicion:

Definicion. Sea a un numero real positivo y diferente de 1. Se llama funcion

logaritmo de base

a, denotada por log,(x), a la funcion que satisface la

siguiente propiedad: y = log,(x) si y sélo si a¥ = x.

El gréafico de la funcion logaritmo se muestra en la Figura 1.8.

y

/1 2 3 ] 5 6 7 1 9

Figura 0.8. Grafico de la funcion f(x) = log,(x).

Desde la definicion de funcion logaritmo de base a se tiene que el dominio

de esta funcion es el conjunto de todos los reales positivos y su recorrido es el

conjunto de todos los numeros reales. Ademas, log,(1) = 0.
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El siguiente teorema muestra algunas propiedades que satisface la funcion

logaritmo.

Teorema. La funcion logaritmo satisface las siguientes propiedades:

loga(xy) = log,(x) + log.(y).

&

X

b. Si y#0, entonces log, (y) =log,(x) —log,(y).

c. log,(x") =rlog,(x).
d. log,(a) = 1.

e. log,(a*) = x.

f. alo9a(®) = x

Para dar una idea de los procesos involucrados en la demostracion del

Teorema 1.2, presentamos la demostracion de los primeros tres literales.

a. Sea log,(x) =z, y log,(y) =z,. Desde la definicion de

funcion logaritmo se tiene

a’t = x,
a’z =y.

Luego a“ta?z = xy, por tanto a?**#2 = xy. Aplicando la definicion de

funcion logatirmo de base a tenemos
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loga(xy) =2z + Zy; = loga(x) + loga(y)-

b. Sea log,(x) =z, y log,(y) =z,. Desde la definicion de

funcion logaritmo se tiene

a’t = x,
a’z =y.

V4

1 .
Puesto que y=0, tenemos % = i, por tanto a”17%z = § Aplicando la

definicion de funcion logatirmo de base a tenemos
X
loga <;) =212 = loga(x) - loga(y)-

C. Sea log,(x) = z. Desde la definicion de funcion logaritmo se
tiene a” = x. Luego a" =x". Aplicando la definicion de funcién

logaritmo se tiene log,(x™) = rz =r log,(x).

Nota. En la literatura matemdtica se pueden hallar dos logaritmos de gran
importancia, los logaritmos vulgares y los logaritmos naturales, definiéndose

estos como sigue:

1. Se llama logaritmo vulgar a aquel logaritmo que tiene base 10.
Para indicar que la funcion con la que estamos tratando es un logaritmo

vulgar escribimos f(x) = log(x).

23



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

2. Se llama logaritmo natural a aquel logaritmo que tiene base e,
donde e = 2.7182818284. Para indicar que la funcion con la que estamos

tratando es un logaritmo natural escribimos f(x) = In(x).

El siguiente teorema nos ensefla como podemos cambiar la base de un

logaritmo.

Teorema. Sean a,b dos numeros reales positivos y distintos de 1. Se cumple

logp(x)

que log,(x) = 109, (a)

Demostracion. Sea log, (x) = y. Por la definicon de funcion logaritmo se tiene

a” = x. Luego log,(a”) = log,(x), por la propiedad ¢ del Teorema 1.2 se

tiene ylog,(a) = log, (x), luego

log,(x)
log,(a)

y =log,(x) =

In(x)
in(a)’

Como un caso particular del Teorema 1.3 se tiene que log,(x) =

Como ejemplo de este resultado se puede calcular el valor de log,(3). En

In(3) _ 1.0986
n(7)  1.9459

~ 0.5646.

efecto, se tiene que log;(3) =

1.2.4 Funcion potencia
Se llama funcidon potencia de exponente n € N a la funciéon definida como

f(x) = x™. La grafica de esta funcion depende de cuanto valga el exponente n.

Para las potencias 2 y 3 se tiene:
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Figura 0.9. Grafico de f(x) = x2.

Figura 0.10. Grafico de f(x) = x3.

Para valores de n mayores que 3 las graficas de esta funcion son mas o
menos parecidas a las anteriores, dependiendo de si el exponente es par o impar,
por ejemplo, la grafica de las funciones definidas por f(x) = x* y f(x) = x5

se muestran el las figuras 1.11 y 1.12 respectivamente.
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Figura 0.11. Grafico de f(x) = x*.

s Y

Figura 0.12. Gréfico de f(x) = x5.

Nota. Un caso importante de esta funcion resulta de la suposicion de que x #

0y n = 0. Bajo esta suposicion se tiene que f(x) = x° = 1.
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1.2.5 Funciones seno y coseno

Las funciones senos y coseno, denotadas por “sin” y “cos” respectivamente,

son un ejemplos de las llamadas funciones trigonometricas'.

La funcion f definida por f(x) = sin(x) es una funciéon con dominio el
conjunto de todos los nimeros reales y cuyo recorrido es el intervalo cerrado

[—1,1]. Su grafico se muestra en la Figura 1.13.

I I | 1 Z 3 \4\_/ 7 8 9
-1

-2

Figura 0.13. Grafico de la duncion definida por f(x) = sin(x).

./ . T 3
Nota. Los valores de la funcion sin para los argumentos 0, 2 BT 27 se los

puede calcular a partir del circulo trigonométrico (ver Figura 1.15)°.

Desde la trigonométria elemental, se tiene que sin(x) coincide con el

cateto opuesto al argumento x. Asi, los valores de f(x) = sin(x) para x igual a

T 3
0, E,7z,57z,27rson:

! Las demas funciones trigonométricas se definiran en la seccion 1.3 dedicada al algebra de
funciones.
2 El circulo trigonométrico consiste en un circulo de radio la unidad.
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sin(x) 0 1 0 -1 0

La funcion f definida por f(x) = cos(x) es una funcion con dominio el
conjunto de todos los niimeros reales y cuyo recorrido es el intervalo cerrado

[—1,1]. Su grafico se muestra en la Figura 1.14.

Figura 0.14. Grafico de la duncion definida por f(x) = cos(x).

./ T 3
Nota. Los valores de la funcion cos para los argumentos 0, 3BT 27 se los

puede calcular a partir del circulo trigonométrico (ver Figura 1.15).

A partir de la trigonométria elemental, se tiene que cos(x) coincide con el

cateto adyacente al argumento x. Asi, los valores de f(x) = cos(x) para x

. T 3
igual a 0, 2 7[,571',272'50112
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cos(x) 1 0 -1

sin(x)

Figura 0.15. Grafico del circulo trigonométrico.

1.2.6 Funcidn raiz n-ésima

La funcion raiz n-ésima es una funcién definida por f(x) = 3/x donde n es un
nimero entero positivo.

Si n es un niamero par diferente de cero, entonces el dominio de la funcion

definida por f(x) = Vx es el conjunto de todos los niimeros reales x = 0. Su

recorrido es el conjunto de los reales no negativos.
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Si n es un numero impar, entonces el dominio de la funcion definida por
f(x) = Vx es el conjunto de todos los niimeros. Su recorrido es el conjunto de

los reales no negativos.

1.2.7 Funcién conatante

Una funcién contante en una funcién definida por f(x) =k, donde k es

cualquier nimero real.

El dominio de una funcién constante es el conjunto de los nimeros reales
mientras su recorrido es el conjunto {k}. El grafico de una funcion constante se

muestra en la Figura 1.16.

Figura 0.16. Grafica de la funcidn constante definida por f(x) = k.
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1.3 Algebra de funciones

Hacer algebra de funciones significa construir nuevas funciones a partir de
funciones conocidas (las elementales en nuestro caso) a través de operaciones.

Las operaciones mas importantes que se pueden definir entre funciones son:

1. Multiplicacion de una funcion por un nlimero
2. Suma de funciones

3. Multiplicacion de funciones

4. Division de funciones

5. Composicion de funciones

De ahora en adelante usaremos la siguiente notacion:

a. Dom f representara el dominio de una funcioén f.

b. Rec f representara el recorrido de una funcion f.

1.3.1 Multiplicacion de una funcidén por un nimero

Sea f una funcion y 1 € R, se define la multiplicacion de f por A de la

siguiente manera:

Af)(x) = Af (x)
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Notese que para multiplicar A por f lo Unico que tenemos que hacer es

multiplicar A por la definicion de f.

Ejemplo.

1. Sid =4y f(x) = x?2, entonces

()0 = (4)(x) = 4f (x) = 4x?

2. Sid =2y f(x)=In(x), entonces (Af)(x) = 4f (x) = 4In(x)

3. Si A =5y sin(x), entonces (Af)(x) = 5f(x) = 5sin(x).

Nota. Se tiene que Dom(Af) = Dom f.

1.3.2 Suma de funciones

Sean f y g dos funciones, la suma de f con g se define de la siguiente manera:

(f +9)(x) = f(x) + g(x).

Noétese que para sumar la funcioén f con la funciéon g lo inico que tenemos

que hacer es sumar las definiciones de f y g.

El dominio de la funciéon suma f + g es, se podria intuir, el conjunto de
todos los valores x donde se puede calcular f(x) y g(x). Luego se tiene

Dom(f +g) =Dom fNnDomg.
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Ejemplo.
1. Si f(x) = 2x y g(x) = 5x2, entonces (f + g)(x) = 2x + 5x2.
2. Si f(x) = In(x) y g(x) = 5x3, entonces
(f + 9)(x) = In(x) + 5x3.
Notas.

1. La nocion de suma de funciones se puede extender sin dificultad a un

numero finito de funciones de la siguiente manera:

(fitfat -+ ) =filx) + fo(x) + -+ fr(x)

2. La suma de funciones es importante pues nos permite definir la funcion
polinomio de grado n o funcion polinomial de grado n; esta funcion

esta definida de la siguiente manera:
B,(x) = ay+ a;x + a,x? + -+ + a,x", a, #0
Ejemplo.
1. P,(x) = ax + b, llamada funcion lineal, como vimos anteriormente
2. P,(x) = ax? + bx + ¢, llamada funcién cuadratica, el grafico de esta

funcién recibe el nombre de parabola y tiene una estructura como la que

se muestra a continuacion:
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Figura 0.17. Grafico de la funcion cuadratica, caso a > 0.

Figura 0.18. Grafico de la funcion cuadratica, caso a < 0.

El punto mas bajo (en el caso de ser a > 0) o mas alto (en el caso de ser
a < 0) se llama vértice de la parabola y se lo puede calcular con la

siguiente formula:
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. b 4ac — b?
N 2a’  4a

Nota. Para terminar de dibujar la pardbola se tiene que realizar, como

se indico anteriormente, una tabla de valores.

3. P;(x) = ax® + bx? + cx + d llamada funcién ctbica. Para realizar el
grafico de esta funcidn se tiene que construir una tabla de valores. Por

ejemplo, se tiene los siguientes graficos:

s Yy
6 X Yy
-2 8
2
0 X
4 2 \bo 2 4 6 _1 _1
‘ 0 -2
6
1 -1
Figura 0.19. Grafico la funcién f(x) = —x3 + x% + x — 2.
2 —4
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Ly
‘ ad Y
“ -2 —20
2
X -1 —4
5 ) 2 4 1
0 -2
1 -2
Figura 0.20. Grafico de la funcién f(x) = 2x3 —x% —x — 2. 2 8

Las funciones polinomiales de grado mayor que 3, siendo importantes,
aparecen con poca frecuencia en las aplicaciones a la administracion y

economia.

1.3.3 Multiplicacion de funciones

Sean f y g dos funciones, la multiplicacion de la funcion f con la funcion g se

define de la siguiente manera:

(fe(x) = f)g ()

Notese que para multiplicar la funciéon f con la funciéon g lo unico que

tenemos que hacer es multiplicar las definiciones de f y g.

Ejemplo

1. Sif(x)=x—2yg(x)=2x%—x+ 1 entonces:
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FPX) = (x —2)2x* —x +1) = 2x> — 3x% + 2x — 2
2. Si f(x) = 5x3 y g(x) = In(x) entonces: (fg)(x) = 5x3In(x)

El dominio de la funciéon multiplicacion o producto fg es el conjunto de

todos los valores x donde se puede calcular f(x) y g(x). Luego se tiene
Dom(fg) = Dom f n Domg.
1.3.4 Division de funciones

Sean f y g dos funciones, la division de la funcioén f con la funciéon g se define

de la siguiente manera:

<§) (x) = %, donde g(x)=0.

Noétese que para dividir la funcién f con la funciéon g lo unico que tenemos
que hacer es dividir las definiciones de f y g, teniendo cuidado que la division

no puede ser realizada pora los valores de x tales que g(x) = 0.
Ejemplo.

1. Sif(x) =2x%?—x+ 1y g(x) = x — 2 entonces:
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Notese que en este ejemplo la division no es exacta pues tiene un resto

de 7.

Nota. Cuando las funciones f y g son polinomios (con el grado de f
mayor o igual que el grado de g) la division siempre genera un
polinomio mds una fraccion (que puede ser nula). El polinomio f se
llama dividendo, el polinomio g se llama divisor, el polinomio resultado
de la division se llama cociente. El resto de la division es otro polinomio
de grado menor estricto que el grado del polinomio g (en el ejemplo
anterior, el resto es un polinomio constante igual a 7). Ademds existe un

resultado llamado teorema del resto para polinomios que afirma que

f&) = gx)e(x) +r),

donde los polinomios c¢(x) y r(x) son el polinomio cociente y el

polinomio resto respectivamente. Luego

) _ r(x)
S RRRANO)

2. Si f(x) =log,(x) y g(x) = x3 — 2x — 1 entonces:

(=525

El dominio de la funcion division 5 es el conjunto de todos los valores x

donde se puede calcular %. Luego
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Dom (ﬁ) = [Don f n Dom g]\{x € R: g(x) # 0}.

Nota. A partir de la division entre funciones y de las funciones trigonométricas
seno y coseno se pueden definir las restantes funciones trigonomeétricas. En
efecto, las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se definen de la

siguiente manera:

1. La funcion tangente, denotada por tan, esta definida como
sin(x
tan(x) = )
0s(x)
2 La funcion cotangente, denotada por ctan, esta definida como
cos(x
ctan(x) = )
in(x)
3. La funcion secante, denotada por sec, esta definida como
() = —
sec(x) = :
cos(x)
4. La funcion cosecante, denotada por csc, esta definida como
csc(x) = :
() sin(x)

Se deja como ejercicio para el lector consultar cual es el dominio y

recorrido de las funciones definidas anteriormente.
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Naturalmente se pueden formar funciones més complejas combinando las

cuatro operaciones definidas hasta este momento.

De las operaciones mencionadas, al inicio del paradgrafo 1.3, la mas
importante es la composicion de funciones pues a partir de esta operacion se
pueden formar funciones que tienen un mayor grado de complejidad que

aquellas que se forman con las cuatro operaciones definidas anteriormente.
1.3.5 Composicidon de funciones

Sean f y g dos funciones, la composicion de la funciéon f con la funcion g esta

definida de la siguiente manera:

(f e () = f(g(x)),
Donde el simbolo o es el simbolo de composicion.

Noétese que para realizar la composicion de las funciones f y g se tiene que

cambiar el argumento de la funcion f de x a g(x). Por ejemplo, si
f(x)=x?—-2x+1

x+1
x—1

g(x) =

entonces:

(f°g)(x)=f(g(x))=f<x+1)=<x+1)2—2<x+1)+1

x—1 x—1 x—1
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Mientras

x2—2x+1+1_x2—2x+2

GeNE)=9(f)) =g(* —204 D) = 5~ ="

Como muestra el ejemplo anterior, en general, f o g # go f

Nota. Desde la definicon de f o g podemos darnos cuenta que para poder

realizar esta composicion se necesita que Rec g € Dom f. Luego

Dom (f o g) ={x € Dom g: g(x) € Dom f}.

Esta restriccion en el dominio de una composicion entre funciones se la

debe tomar en cuenta al momento de presentar el resultado de la composicion.

La nocion de composicion de funciones se puede extender sin ninguna

dificultad a la composicién de un niimero finito de funciones. Por ejemplo, si

fO) =x%g0) =

2
x2+4+x-2

y h(x) = i, entonces

(f 2 g oG = £ (g(h(W)) = f (g (1)> = |

X
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Como se puede observar en el ultimo ejemplo, la composicién de funciones
puede generar funciones muy complicadas a partir de funciones elementales. Lo
interesante de esto es que, casi siempre, se pueden extraer las funciones
elementales que generaron una funcién compleja. Por ejemplo, la funcién

definida por

(x3=2x+3)2+x3-2x+3
(x3—-2x+3)5-1

f&) =

fue generada a partir de la composicion de las funciones definidas por

x%4x

g(x) =57

y h(x) = x® —2x + 3 como g o h.

1.4 Funcion inversa

En muchas ocasiones es importante o incluso necesario despejar la variable x
de la expresion f(x) = y (donde f es una funcion) de tal forma que la ecuacion
resultante para x sea una funcion, en los casos en que esto es posible se dice

que la funcion que define x a partir de y es la funcidn inversa de f y se escribe

1) =x.

Antes de establecer cuales son las condiciones que se pide a la funcion f
para asegurar la existencia de su funcion inversa f~! necesitamos desarrollar

algo de teoria.

1.4.1 Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

Para que una relacion f entre los elementos x de un conjunto A y los elementos

y de un conjunto B sea una relacion funcional, es decir, para que la igualdad
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f(x) =y defina una funcion® es necesario que cada elemento x de A esté

relacionado con un unico elemento y de B.

Supongamos que nuestro objetivo es hallar la funcion inversa f~! de una
funcién f. Si x; # x5, vy f(x1) = f(x,) =y, entonces se tendria que la funcion
inversa tiene dos valores en y. En efecto, f~1(y) = x; y tambien f~1(y) = x,.
Luego, f~! no seria una funcién. La forma de solucionar este problema es
pidiendo que la funcién f satisfaga la siguiente propiedad: si x; # x;, entonces
f(x1) # f(x3). Una funcion que cumple con esta propiedad se dice que es

inyectiva. A continuacion damos su definicion.

Definicion. Sea f una funcion. Se dice que f es una funcion inyectiva cuando

se satisface la siguiente propiedad.:
Si x1,x, € Dom f y x; # x4, entonces f(x1) # f(x3).

Nota. En la practica, para comprobar que una funcion f es inyectiva se utiliza

la siguiente condicion (equivalente a la condicion dada en la definicion):

Si f(x1) = f(xy), entonces x; = x.

Ejemplo. Probar que la funcion definida por f(x) = % es inyectiva.

3x1+1 _ 3xp+1

Solucion.  Supongamos que  f(x;) = f(x,). Luego :
x1—1 x2—1

Multiplicando se tiene

3 Para indicar en forma rigurosa que los elementos x € A estan relacionados con los
elementos y € B a través de una relacion f se escribe xfy. Nosotros escribimos f(x) = y para
que sea mas facil la utilizacion de un lenguaje coloquial.

43



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

3x1x2 - 3x1 + xz - 1 = 3x1x2 - 3x2 + x1 - 1.

Simplificando se tiene que —4x; = —4x,, luego x; = x,.

La funcion definida por f(x) = x2 + 1 es un ejemplo de una funcién que
no es inyectiva En efecto, suponemos que f(x;) = f(x,). Luego, a partir de la
definicion de f, se tiene que x# + 1 = xZ + 1, simplificando tenemos x# = x2,

por tanto x; = *x,.

Existe una forma grafica de averiguar cuando una funcién es inyectiva.
Trazamos rectas horizontales, si estas rectas cortan a la grafica de la funcion en

un solo punto, entonces la funcidn es inyectiva, caso contrario no es inyectiva.

Las figuras 1.21 y 1.22 muestran esta ocurrencia.

Figura 0.21. Grafico de una funcion inyectiva.
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Figura 0.22. Grafico de una funcién que no es inyectiva.

Otro concepto ligado con la busqueda de la condiciones para la existencia
de la funcion inversa es el de funcion sobreyectiba. Su definicién es la

siguiente:

Definicion. Sea f una funcion. Se dice que f es una funcion sobreyectiva

cuando se satisface la siguiente propiedad:
Para todo nimero real y existe x € Dom f tal que f(x) = y.
Ejemplo. Averiguar si la funcion definida por f(x) = 5x — 2 es sobreyectiva.

Solucion. Sea y un nimero real, queremos averiguar si existe x en el dominio
de f tal que f(x) = y. La forma de lograr esto despejar el valor de x desde la
expresion f(x) = y, luego de realizar este caculo debemos preguntarnos: ¢para
qué valores de la variable y tiene sentido el valor de x? Si la respuesta es para

todos los valores reales de la variable y, entonces la funcién es sobreyectiva

. . . +2
caso contrario, no es sobreyecyiva. En nuestro ejemplo tenemos que x = yT y
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puesto que el valor de x se lo puede calcular paro todo valor real de la variable

y, la funcion definida por f(x) = 5x — 2 es sobreyectiva.

Ejemplo. Averiguar si la funcion definida por f(x) =2x%*+x—1 es

sobreyectiva.

Solucion. Despejando la variable x de la expresion 2x% + x — 1 = y tenemos

_ -1+,/8y+9
4

X . Luego, la variable x se la puede calcular inicamente cuando

. 9 ., .
8y +9 = 0, es decir cuando y > — 5 Luego, la funcién no es sobreyectiva.

La siguiente definicion es de fundamental importancia en el estudio de la

funcion inversa.

Definicion. Una funcion f se dice que es biyectiva cuando es inyectiva y

sobreyectiva.

La funcion definida por f(x) = x3 + 1 es biyectiva. En efecto, la funciéon
es inyectiva pués si f(x;) = f(x,), entonces x3 = x3, luego x; = x;. Ademas,

six3 + 1 =y, entonces x = 3/y — 1, luego la funcién es sobreyectiva.

Sea f una funcion biyectiva. Por un lado, la inyectividad de f nos permite
asegurar que la preimagen de y € Rec f es unica, luego tiene sentido
preguntarse por la funcién inversa de f. Por otro lado, la sobreyectividad de f
nos permite asegurar que todos los nimeros reales han de tener una preimagen,

reforsando ain mads la creencia de la existencia de la funcion inversa f ! de f.
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Definicién. Sea f una funcion biyectiva. Se dice que la funcién f~! es la

funcion inversa de f si se satisface las siguientes condiciones:
L (fef™H=x
2. (fTtefH) =x

Por razones obvias se tiene que si f ™1 es la funcion inversa de f también f

es la funcion inversa de f~1, estoes (f 1)1 = f.

Desde la definicon de la funcioén esponencial y funcidon logaritmo se tiene
que: si f(x) =a*, entonces f~1(x) =log,(x). Ademas, invirtiendo los

papeles se tiene que si f(x) = log,(x), entonces f~1(x) = a*.
El siguiente teorema muestra que la funcion inversa es Unica.
Teorema. Sea [ una funcion biyectiva. f~ es unica.

Demostracion. Supongamos que existe una funcion g # f 1 tal que g satisfaga
las condiciones de la definicion de funcidn inversa. Puesto que la funcion g es

la funcién inversa de f, tenemos

@) = FH(f e ) ()
=(fteo(fog)®)
=((f o f)eg)x)
= (e Hg)
= g(x).

47



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

Puesto que f~1(x) = g(x) para todo x, tenemos que f~ ! =g lo que
contradice nuestra suposicion original. Luego la funcidn invesa tiene que ser

Unica.

Nota. Cuando queremos hallar la funcion inversa de una funcion f, lo primero
que debemos comprobar es la biyectivadad de f. Cuando la funcion no es
biyectiva siempre podemos modificar el dominio y el recorrido de f para que la
funcion modificada sea biyectiva pero en este texo introductorio no discutimos

estos detalles.
En los ejemplos siguientes se pide hallar la funcion inversa f~1 de f.

1. Hallar la funcion inversa de f(x) = 2x + 1. En este caso, f es
una funcion biyectiva (comprobarlo), luego tiene sentido calcular f 1. Para
hallar la funcién inversa de f se tiene que despejar la variable x de la

expresion 2x + 1 = y. Se tiene que 2x =y — 1 de lo cual resulta x = yT_l

e, —_ x—1
La funcién inversa por tanto es f~1(x) = -

2. Hallar la funcion inversa de f(x) = % En este ejemplo la

funcion f no es biyectiba (comprobarlo). Sin embargo, podemos restringuir
el dominio de f al conjunto R\{—1} y el recorrido al conjunto R\{1}. Con
este nuevo dominio y recorrido la funcién f (en realidad la restriccion de la
funcion f) se vuelve biyectiva. Para hallar la funcion inversa de f (en
realidad de la funcién modificada) se tiene que despejar la variable x de la
expresion i—: = y. Se tiene que x = i—z (hacer los célculos). La funcion

inversa por tanto es f~1(x) = i_i
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3. Hallar la funcioén inversa de f(x) = x3— 7. En este caso la
funcién es biyectiva. Luego podemos calcular su funcion inversa. En este

caso se tiene que x> — 7 = vy, al despejar la variable x de esta expresion se

tiene que f~1(x) = 3y + 7

Nota. Para muchas funciones no es posible calcular con procesos algebraicos
la funcion inversa, simplemente no es posible saber cudl es la expresion para la
funcién inversa. Por ejemplo, la funcién definida como f(x) = x°+x no
permite calcular la funcion inversa. Aunque se conoce que existe no sabemos

cual es su forma analitica.

Para otras funciones se sabe que no tienen inversa, por ejemplo la funcion
f(x) = x% no tiene inversa, pues si intentamos despejar la variable x de la
expresion y = x? se tendria que x = +./y con lo cual se pierde toda nocion de

funcion.
1.4.2 Funsiones trigonométricas inversas
Las llamadas funciones trigonométricas inversas juegan un papel importante en
las aplicaciones que se pueden hacer de la matematica a las ciencias y a la
ingenieria. Nosotros las tratamos en esta parte para tener un abanico mas amplio
de funciones con las que podamos trabajar en temas posteriores.
La funcion arco seno
Como se indicé anteriormente (ver subsecion 1.2.5), la funcion seno no es una

funcion biyectiva por tanto no podemos hablar de la funcion inversa de la

funcién seno. Sin embargo, podemos modificar la funcion (ver la nota de la
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pagina 48) para que la nueva funcion sea biyectiva y por tanto, podamos hablar

de la funcion inversa de la funcion seno.

Considermos la funcion sin: [— g,g] — [—1,1]. Esta funcién (que en rigor

no es la funcion seno) resulta biyectiva, explicar por que, luego podemos hablar

de su funcidn inversa.

Definicion. Se llama funcion arco seno, denotada por arcsin, a la funcion

T
arcsin: [-1,1] - [—E,E,

tal que:
1. sin(arcsinx) = x,
2. arcsin(sinx) = x.

Seglin la definicion de funcidn inversa se tiene que la funcion arcsin es la

funcion inversa de la funcidn seno.

1

Nota. Es habitual denotar sin™ a la funcion inversa de sin, nosotros

utilizamos libremente cualquiera de las dos alternativas.
La funcion arco coseno
Como se indicod anteriormente, la funciéon coseno no es una funcidon biyectiva

por tanto no podemos hablar de la funciéon inversa de la funcion coseno. Sin

embargo, podemos modificar su dominio y recorrido para que la nueva funcién
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sea biyectiva y por tanto, poder hablar de la funcion inversa de la funcién

coseno.

Considermos la funcion cos: [0, ] — [—1,1]. Esta funcion (que en rigor no
es la funcion coseno) resulta biyectiva, dar una explicacion de esta afirmacion,
luego podemos hablar de la funcién inversa de la funcidon coseno.

Definicion. Se llama funcion arco coseno, denotada por arccos, a la funcion

arccos:[—1,1] - [0, 7],

tal que:
1. cos(arccos x) = x,
2. arccos(cos x) = x.

Seglin la definicion de funcion inversa se tiene que la funcion arccos es la

funcion inversa de la funcidén coseno.

1

Nota. Es habitual denotar cos™ a la funcion inversa de cos, nosotros

utilizamos libremente cualquiera de las dos alternativas.

La funcion arco tangente

La funcidén tangente no es una funcioén biyectiva por tanto, no se puede hablar
de la funcidén inversa de la funcion tangente. Sin embargo, podemos modificar
la funcion para que la nueva funcién sea biyectiva y por tanto, poder hablar de

la funcion inversa de la funcion tangente.
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Considermos la funcidon tan: [—Z,Z] — (—o0,+), donde los simbolos

+00 y —oo, llamados mas infinito y menos infinito respectivamente, no son
numeros reales y son utilizados intuitivamente para denotar un numero mas

grande (en longuitud) que cualquier nimero real.

Esta funcion (que en rigor no es la funcion tangente) resulta biyectiva, dar
una explicacion de esta afrimacion, luego podemos hablar de la funcion inversa

de la funcion tangente.

Definicion. Se llama funcion arco tangente, denotada por arctan, a la funcion

T
arctan: (—oo, +00) - [—E,E )
tal que:
1. tan(arctanx) = x,
2. arctan(tan x) = x.

Seglin la definicion de funcion inversa se tiene que la funcion arctan es la

funcién inversa de la funcion tangente.

Nota. Es habitual denotar tan™ a la funcién inversa de tan, nosotros

utilizamos libremente cualquiera de las dos alternativas.

Se deja como ejercicio para el lector averigual como estdn definidas las

funciones arco secante y arco cosecante.
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1.5 Aplicaciones

En esta seccion, se explica como se aplica la teoria de funciones a diversas
situaciones reales. Uno de los casos mas comunes es cuando se usan datos
discretos para construir una funcion lineal que aproxima los datos. Tal funcion
proporciona un modelo lineal de la situacion, que puede usarse (dentro de

ciertos limites) para predecir el comportamiento futuro.

El siguiente ejemplo se ha tomado de Lial, M., & Hungerford T,

Matematicas para administracion y economia.

Ejemplo. El costo anual promedio de colegiatura en universidades publicas con
planes de cuatro afios se ha elevado continuamente, como se ilustra en la

siguiente Tabla.

Tabla 1.1 Costo de colegiatura en universidades publicas con planes de cuatro afios

Afo 1981 1983 1985 1987 1988 1991 1993 1995

Costo “5909 $1148  $1318  $1537  S$1781  $2137  $2527  $2686

Fuente: LIAL, HUNGERFORD. Matematicas para administracion y economia. Séptima edicion.
Pearson 2000

a. Muestre esta informacion en una grafica.

Consideramos que x = 0 representa 1980, x = 1 representa 1981, etc.

Marcamos los puntos dados por la tabla.
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3000 4
2500 *

2000 *
1500 PS

1000 +—%
500

0 T T T ; 1
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Figura 0.23. Grafico de los puntos de la Tabla 1.

b. Los puntos en el grafico anterior no se encuentran sobre una recta, pero

se acercan bastante a una. Encuentre un modelo lineal para esos datos.

Existen varios métodos para encontrar una recta que, por decirlo de
alguna manera, “mejor se ajuste” a los datos. Usaremos un enfoque simple.
Escogemos dos de los puntos de la figura y dibujamos la recta que
determinan. Todos los puntos dados se encuentran razonablemente cerca de

esta recta.

3000 4
2500 //
2000

1500 /

1000 -
500
O T T T ;I
0 5 10 15 20

Figura 0.24. Grafico de la recta que ajusta los datos de la Tabla 1.
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El proceso analitico para hallar la ecuacion de la recta (y por tanto la

funcién lineal que buscamos) es utilizar la formula

YV2—)1

Xy — X

y—y1= (X' - x1);
donde (x4,y1), (x2,¥,) son un par de puntos dados. En nuestro caso

escojemos (xq,y;) = (5,1318) y (x5, y,) = (7,1537). Con estos valores se

tiene:

1537 — 1318

— 1318 =
Y 7-5

(x —5)

219
y— 1318 = T(X— 5)

y — 1318 = 109.5(x — 5)

y — 1318 = 109.5x — 547.5
y = 109.5x — 547.5 + 1318
y = 109.5x + 770.5

Por tanto, la funcién f(x) = 109.5x + 770.5 proporciona un modelo

lineal de la situacion.

c. Use el modelo lineal del literal b para estimar el costo anual promedio

de colegiatura en 1984 y 2001.

De acuerdo con el modelo se tiene que 1984 corresponde a x = 4, el
costo promedio para ese ano es f(4) = 1208.5. Para el afio 2001 se tiene
que x = 21 con lo cual se tiene que el costo promedio para ese afio es

£(21) = 3070.
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Nota. Un modelo lineal no tiene que ser exacto para todos los valores de x, por
ejemplo, el modelo anterior sugiere que el costo promedio para el aiio 1970
(correspondiente a x = —10) es —105.5, que claramente no tiene sentido. Del
mismo modo, este modelo tal vez no pronostica adecuadamente los costos en un

futuro lejano.

Ejemplo. La siguiente tabla muestra las ventas en dos afios diferentes en dos

tiendas de una cadena de tiendas de descuento.

Tabla 1.2 Ventas en afos de dos tiendas de una cadena de descuento

Tienda Ventas en 1992 Ventas en 1995
A 100000 160000
B 50000 140000

Fuente: LIAL, HUNGERFORD. Matematicas para administracion y economia. Séptima edicion.
Pearson 2000

Un estudio de los libros de la empresa sugiere que las ventas de ambas
tiendas han crecido linealmente (es decir, las ventas pueden aproximarse por
una funcidn lineal con bastante precision). Encuentre una ecuacion lineal que

describa las ventas de la tienda A.

Para encontrar una ecuacion lineal que describa las ventas consideremos
que x = 0 representa 1992, luego 1995 corresponde a x = 3. Desde la tabla
anterior, la recta que representa las ventas de la tienda A pasa por los puntos

(0,100000) y (3,160000), la ecuacion de la recta es y = 20000x + 100000
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Nota. Las ventas de la tienda A en el ejemplo anterior crecieron de 100000 a
160000 en el periodo de 1992 a 1995 representando un incremento total de
60000 en tres arios. Se define la “razon de crecimiento promedio de ventas” de

la siguiente manera:

incremento en ventas

Razon de crecimiento promedio de ventas = RCV = — ~
incremento de afios

60000

En nuestro ejemplo se tiene que RCV = = 20000; hay que notar que

RCV coincide con la pendiente de la recta que representa las ventas de la tienda
A. Es facil ver que sucede lo mismo con la tienda B (comprobarlo como
ejercicio). En general, una funcion lineal definida por f(x) = mx + b tiene una

razén de cambio promedio de y con respecto a x igual a su pendiente m.

Ejemplo. Se espera que los costos (en dolares) de los gastos médicos de una

familia promedio crezcan cada afio de acuerdo con la ecuacion

y = 510x + 4300,

donde x es el nimero de afios desde 1990. Segun esta estimacion, ;cuanto
costaron los cuidados médicos de una familia promedio en 1996? ;Cudl es la

razén de crecimiento promedio?

Hacemos x = 1996 — 1990 = 6. Asi, los costos de salud fueron

y = 510(6) + 4300 = 7360.

Es decri, los costos de salud luero 7360 dolares. La razén de crecimiento

promedio del costo se da por la pendiente de la recta. Ya que la pendiente es
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510, este modelo indica que los costos de salud se incrementaran en $510 cada

ano.

Ejemplo. Un edificio de apartamentos tiene 60 departamentos. Se puede rentar
todos los departamentos si la renta es de $180 mensuales; a una renta mayor,
algunos de los departamentos permaneceran vacios. En promedio, por cada
incremento de $5 en la renta, 1 departamento quedara vacante sin posibilidad de
rentarlo. Hallar el valor de la renta de cada departamento para que el ingreso
por concepto de renta de los departamentos sea maximo. ;Cudl es el ingreso

maximo?

Sea x el nimero de veces que se incrementa la renta. Luego

J 180 + 5x representa la renta de cada departamento cuando se ha

incrementado x veces la renta.

J 60 — x representa el numero de departamentos rentados cuando

se ha incrementado x veces la renta.

Denotamos por Ingr el ingreso por concepto de la renta de los

departamentos. Luego se tiene que

Ingr = (180 + 5x)(60 — x).

Realizando operaciones se tiene que Ingr = —5x2 + 120x + 10800. La
funcion Ingr es una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x? es negativo,
luego esta tiene un méaximo en el vértice (ver pag. 34 y 35). Realizando los

calculos se tiene que x = 12 es el valor donde se alcanza el méximo. Asi el
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valor de la renta de cada departamento, para que el ingreso sea maximo, esta

dato por

180 + 5x = 180 + 5(12) = 240.

Ademas, el ingreso maximo es Ingr;,,,, = 11520.

1.5.1 Modelos de costo lineal

En la produccion de cualquier bien por una empresa, intervienen dos tipos de
costos, que se conocen como costos fijos y costos variables. A los costos fijos
hay que enfrentarse sin importar la cantidad producida del articulo; es decir, no
dependen del nivel de produccién. Ejemplos de costos fijos son las rentas,
intereses sobre préstamos, salarios de administracion, etc. Los costos variables
dependen del nivel de produccion, es decir, de la cantidad de articulos
producidos. Ejemplos de costos variables son los materiales y la mano de obra,

etc. De esta manera se tiene que:

costo total = costos variables + costos fijos

Si se considera el caso en el que los costos variables por unidad de articulo
son constantes se tiene que los costos variables totales son proporcionales a la
cantidad de articulos producidos. Si m denota el costo variable por unidad,
entonces los costos variables totales, al producir x unidades de articulos, son de
mx (dolares). Si los costos fijos se denotan con b (ddlares), se concluye que el

costo total y (en dolares) de producir x unidades esta dado por:

y=mx+b»b
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Una grafica de esta ecuacion de costo se muestra a continuacion

Ecuacion de costo

Figura 0.25. Grafica de una ecuacion de costo.

Notese que se ha dibujado solamente valores positivos de x y de y (en el
primer cuadrante), pues no tiene sentido valores negativos para el costos ni

valores negativos para el nimero de articulos producidos.

Ejemplo. El costo variable de producir un kilo de granos de café¢ es $5 y los

costos fijos por dia son de $3000.

a. Encuentre la ecuacion de costo lineal y dibuje su grafica.

Seglin lo que se vio anteriormente se tiene que y = 5x + 3000,

la gréafica de esta ecuacion de costo es
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Figura 0.26. Grafico de la ecuacion de costo y = 5x + 3000

b. Determinar el costo de procesar 1000 kilos de granos de café en un dia.

Sustituyendo el valor de x por 1000 en la ecuacion del literal (a) se tiene

que

y = 5(1000) + 3000 = 8000

Ejemplo. El costo de fabricar 10 maquinas de escribir al dia es de $350,
mientras que cuesta $600 producir 20 maquinas del mismo tipo al dia.
Suponiendo un modelo de costo lineal, halle el costo total de producir x

maquinas al dia.

Solucion. Se conocen los puntos (10,350) y (20,600) que estan sobre la

grafica de un modelo de costo lineal. De tal manera que la pendiente sera:
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X, —x; 20—10

m =

De esta forma obtenemos y — 350 = 25(x — 10) o equivalentemente

y = 25x + 100.

1.5.2 Analisis del punto de equilibrio

Si el costo total y,. de produccion excede al de los ingresos y;., obtenidos por las
ventas, entonces el negocio sufre una pérdida. Por otra parte, si los ingresos
sobrepasan a los costos, existe una utilidad. Si el costo de produccion es igual a
los ingresos obtenidos por las ventas no hay utilidad ni pérdida, de modo que el
negocio estd en un punto de equilibrio. El nimero de unidades producidas y

vendidas en este caso se denomina punto de equilibrio.

Ingresos

Costos de produccion

Punto de equilibrio

Ganancia

Perdida

Figura 0.27. Grafico del punto de equilibrio.
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Ejemplo. Para un fabricante de relojes, el costo de mano de obra y de los
materiales por reloj es de $15 y los costos fijos son de $2000 al dia. Si se vende
cada reloj a $20. ;Cuantos relojes debera producir y vender cada dia para

garantizar que el negocio se mantenga en el punto de equilibrio?

Solucion. Sea x el nimero de relojes producidos y vendidos cada dia. Luego, el

costo total de producir x relojes es:

Y. = costos variables totales + costos fijos

Y. = 15x + 2000

Si se vende a $20 cada reloj, el ingreso y, sera y, = 20x.

En el punto de equilibrio no hay ganancia ni perdida, por tanto:

20x = 15x + 2000.

Es decir, x = 400.

Nota. Se puede observar que:

1. Si x > 400, entonces y, > y.. Luego hay utilidad

2. Six <400, entonces y, < y.. Luego existen pérdidas

3. El punto de equilibrio corresponde a la interseccion de las rectas que

representan al costo de produccion y a los ingresos.
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1.5.3 Depreciacién en linea recta

Cuando una compaiia compra equipo o maquinaria, registra el valor de tal
equipo como uno de los activos en su balance general. Al pasar los afos este
valor decrece porque el equipo se desgasta o se hace obsoleto. Esta reduccion
gradual en el valor de un activo se conoce como depreciacion. Uno de los
métodos ordinarios para calcular la cantidad de depreciacion es reducir el valor
por una cantidad constante cada afio, de tal manera que el valor se reduzca a
valores de desecho al término de la vida util destinada para cada equipo. Esto se

denomina depreciacion en linea recta.

Valor inicial — Valor de desecho

Tasa de depreciacion (por afio) = PR =
p (p vida util en afos

Ejemplo. Una empresa compra maquinaria por $150000. Se espera que la vida
util de la maquinaria sea de 12 afnos con valor de desecho cero. Determine la
cantidad de depreciacion por afio y una férmula para el valor depreciado

después de x afios.
Solucidén. En este caso se tiene:

Valor inicial — Valor de desecho

Tasa de depreciacién (por afio) = PR =
p (p vida util en afios

Realizando los célculos se tiene que la tasa de depreciacion es 12500. El

valor después de x afios sera:
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valor después de x afios
= Valor inicial — tasa de depreciacion X numero de afios

= 150000 — 12500x

Para algunos afios se tiene la siguiente tabla:

x Valor

0 150000
2 125000
4 100000
8 50000
12 0

1.5.4 Oferta y demanda

Las leyes de la oferta y la demanda son dos de las relaciones fundamentales en
cualquier analisis econémico. La cantidad x de cualquier articulo que serd
adquirida por los consumidores depende del precio en el que el articulo esté
disponible. Una relacion que especifique la cantidad de un articulo determinado
que los consumidores estan dispuestos a comprar, a varios niveles de precios, se

denomina ley de la demanda. La ley mas simple es una relacion del tipo
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x=mp+b,

donde:

e p es el precio por unidad del articulo

e my b son constantes

La grafica de una ley de demanda se llama curva de demanda. Es un hecho
conocido que si el precio por unidad de un articulo aumenta, la demanda por el
articulo disminuye, porque menos consumidores podran adquirirlo, mientras
que si el precio por unidad disminuye, (es decir el articulo se abarata) la
demanda se incrementa. En otras palabras, la pendiente m de la relacion de la
demanda es negativa. De modo que la grafica de la ecuacion tiene una

inclinacion que baja hacia la derecha como se aprecia en la siguiente figura

‘\ . .
Numero de articulos

Grafico de la demanda

Precio

Figura 0.28. Grafico de la demanda.
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Nota. Es costumbre que el eje x represente el numero de articulos y el eje y
represente al precio de esos articulos. Nosotro nos salimos de esta constumbre
para hacer mas natural la grdafica de x = mp + b, donde x representa el

numero de articulos demandados y p el precio de esos articulos.

Puesto que el precio p por unidad de cada articulo y la cantidad x
demandada no son numeros negativos, la curva de la demanda se debe dibujar

en el primer cuadrante.

La cantidad de un articulo determinado que sus proveedores estan
dispuestos a ofrecer después del precio al cual pueden venderlo se denomina
oferta. Una relacion que especifique la cantidad de cualquier articulo que los
fabricantes (o vendedores) pueden poner en el mercado a varios precios se

denomina ley de la oferta.

La grafica de una ecuacion de la oferta se conoce como curva de la oferta.
En general, los proveedores inundaran el mercado con una gran cantidad de
articulos, si pueden ponerle un precio alto, y con una cantidad mas pequena de
articulos si el precio obtenido es mas bajo. En otras palabras, la oferta aumenta

al subir el precio. Una curva de oferta tipica se aprecia en la siguiente gréfica:
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Grafico de la oferta

Precio

Figura 0.29. Grafico de la oferta.

Al igual que la curva de la demanda, la curva de la oferta se tiene que

dibujar en el primer cuadrante.

Nota. Las ecuaciones de oferta y demanda también pueden expresar la relacion

del precio en funcion del numero de articulos, es decir p = f(x).

1.5.5 Punto de equilibrio en el mercado

Si el precio de cierto articulo es demasiado alto, los consumidores no lo
adquirirdn, mientras si es demasiado bajo los proveedores no lo venderan. En
un mercado competitivo, cuando el precio por unidad depende solo de la
cantidad demandada y de la cantidad ofertada, siempre existe una tendencia del
precio a ajustarse por si mismo, de modo que la cantidad demandada por los
consumidores se iguala a la cantidad que los proveedores estin dispuestos a

ofrecer. Se dice que el punto de equilibrio del mercado ocurre cuando a un
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precio la cantidad demandada es igual a la cantidad ofertada. Esto corresponde

al punto de interseccion de las curvas de oferta y demanda.

Oferta

Punto de equilibrio

Precio

Demanda /

Figura 0.30. Grafico del punto de equilibrio del mercado.

Nota. El precio y la cantidad de articulos correspondientes al punto de
equilibrio del mercado se denominan precio de equilibrio y cantidad de

equilibrio respectivamente.

Ejemplo. Determine el precio de equilibrio y la cantidad de equilibrio de las

leyes de oferta y demanda siguientes.

Demanda: p = 25 — 2x

Oferta:p = 3x + 5
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Solucion. Como se indico anteriormente para hallar el precio y la cantidad de

equilibrio se tiene que resolver el sistema formado por las ecuaciones de oferta

y demanda. Al realizar todos los calculos se tiene que estos valores son:

precio de equilibrio = 17 cantidad de equilibrio = 4

Ejercicios del capitulo 1

1. Dados los puntos P = (1,2) y Q = (3,5), hallar:
e La ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y Q.
e La pendiente de la recta del literal anterior.
2. Seam =4y P = (3,5), hallar:
e La ecuacion de la recta cuya pendiente es m y que pasa por el
punto P.
e Graficar la recta del literal anterior.
3. Una fabrica de carretillas cuenta con dos empleados. Los costos

variables por producir una carretilla ascienden a $25. Los gastos por la

adquisicion de materia prima (considerar que son cosntantes) son de $1500,

ademas el pago a cada trabajador asciende a $350. Suponiendo que este

fenomeno es lineal, encuentre la ecuaciéon que relacione los costos de

produccion. ;Cudl es el costo de producir 100 unidades?
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4. Un fabricante tiene costos fijos de $3000 y costos variables de
$25 por unidad. Suponiendo que este fenémeno es lineal, encuentre la
ecuacion que relacione los costos de produccion. ;Cudl es el costo de

producir 100 unidades?

5. A un precio de $50 por tonelada, la demanda de cierto articulo es
de 4500 toneladas, mientras que la oferta es de 3300 toneladas. Si el precio
se incrementa en $10 por tonelada, la demanda y la oferta seran de 4400 y

4200 respectivamente.

e Suponiendo linealidad, determine las leyes de la oferta y la

demanda.

e Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

6. Una compaiiia tiene costos fijos de $2500 y los costos totales por

producir 200 unidades son de $3300.

e Suponiendo linealidad, escriba la ecuacion de costo —

produccion.

e Si cada articulo producido se vende a $5.25 encuentre el punto

de equilibrio.

e Cuantas unidades deberan producirse y venderse de modo que

resulte una utilidad de $200.
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7. Las ecuaciones de oferta y demanda para cierto producto son:

8000
x+370’

2p—x=10y p = donde p es el precio por unidad en miles de

ddlares y x es el nimero de unidades vendidas al mes.

e Encuentre el punto de equilibrio.

e Determine el ingreso total recibido por el fabricante en el punto

de equilibrio.

8. Las ecuaciones de oferta y demanda para cierto producto son:
3p—5x+7=0y 2p+x—3=0, donde p es el precio por unidad en
miles de dolares y x es el nimero de unidades vendidas al mes

e Hallar el punto de equilibrio.

e Cuanto es el ingreso total recibido por el fabricante en el punto

de equilibrio?
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Capitulo 2

Limites y continuidad

La teoria moderna de limites tiene una rol importante en la matematica. Sin
embargo, este concepto no fue la base del calculo diferencial e integral en la
época de su creacion, debido sobre todo a que los matematicos de quella epoca
no lograron dar una definicion de limite adecuada para su posterior aplicacion.
Aunque captaron una vision intuitiva de la idea esencial de limite, que nacio al

margen de sus necesidades de resolucion de problemas practicos.

Actualmente el concepto de limite es fundamental en el calculo ya que
permite desarrollarlo con una estructura légica. En sus inicios, el calculo trataba
unicamente con funciones continuas y, por tanto, no se presentaba la necesidad
de penetrar en el significado exacto de la continuidad; pero, en el siglo XVII, se
presentaron algunas funciones discontinuas en relacién con distintas clases de
problemas fisicos, que obligaron a los matematicos de principios del siglo XIX

a examinar cuidadosamente el significado del concepto de continuidad.

En este capitulo se estudia el concepto de limite de una funcion, luego, una
vez que se tenga una nocién de limite, se examina el concepto de continuidad

de funciones.

. P . .,
Al tratar con funciones de la forma % frecuentemente se realiza la cancelacion

de factores comunes en el numerador y denominador. Por ejemplo:
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x3 —2x% +x

) =—73—7
x(x — 1)
T+ Dx-1
x(x—1)
T Tx+1

No hay dudas sobre la validez de la primera igualdad, cualquiera sea el
namero por el que sustituya x, la primera y la segunda fraccion representan,
ambas, el mismo niimero o no estan definidas. Sin embargo, la segunda
igualdad es cierta inicamente para valores de x # 1. Luego, esta doble igualdad

es cierta para los x tales que x — 1 # 0.

Si se desea definir la primera fraccion para x = 1, se lo puede hacer a partir
de la ultima fraccion haciendo x = 1. Esta forma de extender la definicion de
una funcion es natural, se considera un valor de x proximo a 1, pero diferente a
1, entonces las tres fracciones son iguales y en la ultima el numerador se
aproxima a cero y el denominador a 2, por lo que la fraccion se aproxima a

CCro.
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M)

-10

x(x—1)
x+1

Figura 0.1. Gréafico de la funcion f(x) =

Lo anterior obedece al hecho de investigar el comportamiento de la funcion

en puntos cercanos a 1. En términos mas técnicos se dice que el limite de

—2x2%+

fla) = T2

X . o e
——; cuando x se acerca o tiende a 1 es cero, lo cual escribimos de

la siguiente manera:

lim x3—2x2+x_
x—1 x2-1 -

La siguiente definicion es una adaptacion intuitiva de la definicion formal
de limite que se puede hallar en cualquier texto introductoria al calculo

diferencial.

Definicion. Sea f una funcion, L € R y x, un valor que puede o no pertenecer
al dominio de f. Se dice que f(x) tiene limite L cuando x tiende a xy si los

valores de f(x) se acercan a L cuando x se acerca a x,*.

4 La definicion que se presenta en este texto es demasiado intuitiva para el gusto de los
matematicos deseosos del rigor formal caracteristico de su disciplina, sin embargo, para
nuestros intereses es suficiente con esta idea de limite. Para los lectores que se hallen
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. . , - - lim _
Si f tiene limite L en x, escribimos ,. X, (x) =L.
Nota: E!/ acercamiento a x, se puede realizar por la derecha o por la
izquierda, es decir, con valores mayores o menores a x, respectivamente. Para
que L sea el limite de f(x) en x, este valor tiene que ser el mismo sin importar

por donde nos acerquemos al valor de x.

A 4

— > X, «——

Figura 0.2. Grifico de ™™ f(x) = L.

interesados en la definicion formal de limite de una funcién en un punto se les recomienda
consultar la bibliografia que se presenta al final del texto.
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\ 4

—>x, «—

Figura 0.3. Grafico de una funcion que no tiene imite en x.

Como se puede observar en el primer grafico (ver figura 2.2) cuando x

tiendo a x, los valores de f(x) se acercan a L, es decir ,, lir)nxo (x) =L.Enel

segundo grafico (ver Figura 2.3) se puede observar que si x se acerca a x, por
la derecha (valores mayores a x) los valores de f(x) se acercan a L; mientras
si lo hacen por la izquierda (valores menores a x;) los valores de f(x) se

acercan a L,, es decir, f no tiene limite en x.
Ejemplo. Calcular los limites siguientes:

lim

3 —_
'x—>0(x +3x—2)

Para calcular este limite lo Unico que se tiene que hacer es reemplazar el
valor hacia donde tiende x (en este ejemplo 0) en el valor de f(x) (en

este ejemplo x> + 3x — 2). Se tiene entonces que:

lim

3 — 9 =03 -9 = _
P+ 3x=2) =07 +3(0) -2 = -2
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b lim x?-1
Tx — —1 x+1

En este ejemplo el proceso efectuado en el ejemplo anterior no tiene
. : . 0
sentido. En efecto, al realizar los reemplazos se generaria la forma p

Para realizar el calculo de este limite primero buscamos una forma

equivalente de f(x);

x?=1 (x-Dkx+1)
x+1 x+1

=x-1
Se tiene por tanto que:

lim xz_l_
x——-1x+1

_ lim _
T x— _1(x D

= -2

Nota. El primer ejemplo muestra que el proceso de calcular un limite se puede
realizar reemplazando el valor hacia donde tiende x en la expresion dada para
f(x). El segundo ejemplo muestra que este proceso es permitido unicamente en
los casos de no llegar a expresiones extranas, estas formas extranas se las
conoc con el nombre de formas indeterminadas. Cuenado el primer
procedimiento (primer ejemplo) conduce a una forma indeterminada lo que se
tiene que hacer, mientras sea posible, es hallar una forma equivalente para

f(x) y luego proceder igual que el primer ejemplo.
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La siguiente definicion, aunque redactada por los autores en su totalidad, se

la puede hallar en cualquier texto de célculo elemental.

Definicion: Se llama forma indeterminada a cualquiera de las siguientes

expresiones:
Lo
2. =
3 1.
4 0-o00

7. 0°.

Nota: Las siete expresiones anteriores se llaman formas indeterminadas
porque su valor no es unico, es decir, el valor de estas es diferente en

diferentes casos>.

Consideremos los siguientes ejemplos:

5 Todo este discurso tiene sentido inicamente en la teoria de limites.
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lim x%+2x-1 . , .
—,— Al reaizar los ciculos directamente, se genera la forma

X — 00 x<+3

. . o8] , . , .

indeterminada —; se observara posteriormente que el resultado de este limite es

1; es decir,

lim ¥*+2x—-1
x— o x243
lim «x3-1

——. Igual que el ejemplo anterior, los calculos directos nos
X — 00 x“+7

llevan a la forma indeterminada z El resultado es oo, es decir,

lim x*—1

x—>oox2+7:

lim x3+x-1

r . r . . oo
——. Este limite todavia genera la forma indeterminada —; su
X — 00 x°+3 ©

resultado es 0, es decir,

lim x3+x—1_
x— o x54+43

Puesto que el objetivo de este curso no es profundizar en la teoria de
limites, nosotros no discutimos los pormenores de por qué se llega a estos
resultados; para las personas que se hallen interesadas en profundizar sobre
estos temas se les recomienda revisar la bibliografia que se presenta al final del

texto.
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Nota: En la literatura matemdtica se pueden hallar dos limites, llamados
fundamentales por su importancia teorica en el desarrollo de esta teoria, su

enunciados se presenta a continuacion:

lim sen(x) —1

o Limite fundamental trigonométrico
x—0 «x

; 1
o Limite fundamental algebraico xlino(l + x)x = e = 2.7183.

Aunque estos limites hacen referencia a x, su forma es mas general. En
efecto, el limite fundamental trigonométrico y el limite fundamental algebtaico

se los puede expersar a la siguiente forma:

lim sen(a) _

o Limite fundamental trigonométrico As 0 & 1.
. . lim -
° Limite fundamental algebraico Aes 0(1 + A =e.

Donde A puede representar cualquier expresion que tienda a cero.
Ejemplo. Evaluar el siguiente limite:

lim sen(x? — 1)
x—1 x2-1

Solucién. En este caso se tiene que A tiene la forma x? — 1. Para que este

limite se ajuste al limite fundamental trigonométrico se debe tiener que

x2—1—>0.
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Puesto que x — 1 se tiene que x> — 1 — 0, y por tanto, aplicando el limite

fundamental triogonométrico,

lim sen(x® = 1)

x—1 x2-1 =1

2.1.1 Propiedades de los limites

Las propiedades que se mencionan a continuacion son de gran utilidad para el
desarrollo de la teoria de limites; nosotros las enunciamos en esta parte
solamente para conocimiento general de las propiedades que rigen el

comportamiento de los limites.

lim lim

L F@ ) = T fe+, T g6,

2. X l_”)nx (Af () = Ax i) % f(x), para cualquier 1 € R.

. M @eg@) = T pe s T g,

T X — X 9 X — Xq X — Xo 9

lim

4, X — %0900 = xlm; , siempre que xog(x) + 0.
—Xo

li n "
5xi%0m)=gﬁxﬂﬁ

6. X l_n)nxo Vfx) = " N ano f(x), siempre que 4/ f (x) tenga sentido.
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A partir de estas propiedades se pueden, por ejemplo, calcular los siguientes

limites:
a.
lim I

‘— 1(2x+3)(x 2) =
_lim Climo 5
—x_>1(2x+3) x—>1(x 2)
_( lim lim o lim _, lim
_(x—>12x+x—>13) (x—>1x x—>12)
=2M+3)-1*-2)
= 5(-1)
= -5

b.

lim (x*—=3x+2\
x — —1 2x+1 B

lim 2 _
s _1(x 3x + 2)
N lim

‘s _1(2x +1)

lim 2y lim lim
IR E G COR MGG

lim lim
‘ — _1(2x) +x—> _1(1)

B (-1)?2-3(-1)+2
B 2(-1D) +1
_ 6
-1
= -6
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lim Vx—1
x—1x-—-1

En el caso se tiene que lin}(\/} —-1)=0y lirr}(x —1) = 0, por tanto,
X— X—

reemplazando directamente el valor de x por 1, obtenemos un limite de

la forma indeterminada g. Para levantar la forma indeterminada

procedemos de la siguiente manera (lo que hacemos es racionalizar el

numerador).

Vx—1

x—1
~(Vx=1)(Vx+1)
B (x—1)(\/§+1)
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_ x—1

_(x—l)(\/z+1)
1

CVx+1

Por tanto:

lim Vx—1
x—1x-—-1
lim 1
x—1yx+1

lim
‘— 1(1)

lim
x — 1(\/; + 1)

lim (\/})+ lim (1)

x—1 x —1

lim f+h)—fx)
h—0 h )

Si reemplazamos directamente el valor de h por cero siempre obtenemos la

Nota: Los limites que estudiaremos ahora tienen la forma

. . 0 . .
forma indeterminada . Para levantar esta forma indeterminada lo que se hace
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fx+h)—f(x)

es, en la practica, buscar una forma equivalente de la expresion -

(ver el ejemplo d del bloque anterior).

lim f+h)-fx)

: — 3
Ejemplo.Sea f(x) = x°. Calcular W 0 -

Soluciodn.

fe+h) —f0) _
h

(x+h)3 —x3
=

x3 4+ 3x2%h + 3xh? + h® — x3
N h

3x%h + 3xh? + h3
N h

h(3x% + 3xh + h?)
N h
= 3x2 + 3xh + h?

Por tanto:

lim f(x+h)—fx)
h—0 h B

_ lim 2 2
—h_>0(3x + 3xh + h*)

= 3x2 + 3x(0) + 02

= 3x?
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2.1.2 Aplicacion de los limites

La teoria de limites resulta util al estudiar fenomenos financieros como los que

se muestran en el siguiente ejemplo:
Ejemplo.
a. El costo de fabricar una cierta cinta de video es

c(x) = 20000 + 5x.

Donde x es el nimero de cintas fabricadas. El costo promedio por cinta,
denotado por c(x), se encuentra dividiendo c(x) entre x. Encuentre
li

mm c(x).
x — 10000

Solucion. En este caso se tiene que:

lim  ——  lim 20000 +5x 20000 + 5(10000)
% — 100005 - -

~ x — 10000 x 10000

b. El programa de capacitaciéon de una compafiia ha determinado que un

empleado nuevo puede hacer un promedio de P(s) piezas de trabajo por

dia después de s dias de capacitacion, donde P(s) = g. Encuentre
lim P(s).

s —11

Solucion. En este caso se tiene que:
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lim _lim 90s
s — 11P(s) Cs—1ls+6 >8.235.

c. Las ventas semanales (en dolares) en una tienda, x semanas después del

término de una campafia publicitaria, estan dadas por

s( )—500+3600
x)= x+2

lim

R 16S(x).

Halle
x

Solucion. Para este ejemplo se tiene que:

lim _lim 3600) _
x — 16S(x) x> 16(500+x+2 =700

Nota: La teoria de limites, como es natural, se la puede aplicar a un ambito
mucho mas grande que los mostrados en el ejemplo anterior. Por ejemplo,
existen aplicaciones a las ciencias naturales, a la quimica, a la fisica, etc.
Nosotros no abordamos estas aplicaciones porque quedan fuera del interés de

este texto.
2.2 Razones de cambio
Una de las principales aplicaciones del célculo es determinar como una variable

cambia en relacion con otra. Por ejemplo, un hombre de negocios quiere saber

cémo cambian las ganancias con respecto a la publicidad, mientras que un
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médico quiere saber codmo reacciona un paciente frente a un cambio en la dosis

de un medicamento.

Comenzamos este tema con una situacion familiar. Un comerciante observa
que su negocio comienza a dar utilidades a partir de x = 8 donde x es el
numero de productos vendidos (en cientos). La siguiente tabla muestra como es

esta utilidad para distintos valores de x:

Tabla 2.1 Utilidades por el nimero de productos vendidos

Numero de productos vendidos | 8 10 12 14 15 20 40

Utilidad ‘0 20 48 84 105 240 1280

Fuente: LIAL, HUNGERFORD. Matematicas para administracion y economia. Séptima edicion.
Pearson 2000

Si f es la funcidn cuya regla es
f(x) = utilidad multiplicada por el nimero de productos vendidos x,

entonces la Tabla 2.1 muestra que f(10) =20 y f(15) = 105. La utilidad
obtenida de x = 10 a x = 15 es 105 — 20, es decir, f(15) — f(10). De similar

manera obtenemos las demas entradas en la siguiente tabla.
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Tabla 2.2 Utliad por cada incremento de productos vendicos

Incremento de productos

vendidos

Utilidad

x=10ax =14

x=8ax =15

x=12ax =20

x=10ax =40

x=14ax =40

x=aax=>»>b

£(14) — £(10) = 84 — 20 = 64

£(15) — f£(8) = 105 — 0 = 105

£(20) — £(12) = 240 — 48 = 192

£(40) — £(10) = 1280 — 20 = 1260

£(40) — f(14) = 1280 — 84 = 1196

fb) - f(a)

Fuente: Autores

La tultima fila muestra como obtener la utilidad para cualquier diferencia de

valores de x (8 < a < b < 40).

Se define la razén de cambio promedio de la utilidad o utilidad promedio

como la razéon de cambio de la utilidad respecto al numero de productos

vendidos, es decir:

utilidad promedio =

90
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Nota. Lo que se hizo con la funcion utilidad puede hacerse con cualquier

funcion.

Ejemplo. Si f(x) = x? + 4x + 5, encuentre la razon de cambio promedio de

f (x) con respecto a x conforme x cambia de —2 a 3.

Solucion. Para hallar la razén de cambio promedio se tiene que calcular

fb)-f(a)

. cona= —2y b = 3. Par este ejemplo se tiene que:

f@)—f(=2) 26-1
3—2 -5

=2 =

5

Nota. Es habitual denotar el incremento de una cantidad y desde un valor de

vy, a un valor de y, como Ay, es decir Ay = y, — y;.

Con esta notacidn se tiene que:

fB) ~ f(@) _Af

razon de cambio promedio de f = Af = h—a Ax

Ejemplo. El volumen de ventas de gasolina de cierta estaciéon de servicio
depende del precio por litro. Si p es el precio por litro de gasolina en centavos,

se encuentra que el volumen de ventas g (en litros por dia) estd dado por

q = 500(150 — p).
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Calcule la razoén de cambio promedio del volumen de ventas correspondiente a

un incremento en el precio de 120 ¢ a 1130 ¢

Soluciéon. Aqui, p es la variable independiente y g es una funcion de p. El
primer valor de p es p; = 120 y en segundo valor es p, = 130. Luego, el

incremento de p es
Ap =p, —p; =130 —120 = 10.
El incremento en q es

Aq=q; —q

= 500(150 — p;) — 500(150 — p,)

= 500(150 — 120) — 500(150 — 130)
= 15000 — 10000 = —5000.

Por tanto, la razon de cambio promedio en el volumen de ventas es:

Aq _ —5000
Ap 10

= =500

Nota. El ejemplo anterior muestra que el volumen de ventas decrece en un

promedio de 500 litros por dia cuando el precio se incrementa en 10 ¢ el litro.

2.3 Razon de cambio instantaneo

En situaciones reales, una variable so6lo toma valores discretos, lo cual significa
que los incrementos de ésta solo pueden medirse en intervalos de longitud

diferente de cero. Sin embargo, la informacién que proporciona la razon de
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, cuando el valor de a se acerca mucho al de b, es de

cambio promedio %

vital importancia para aplicaciones posteriores.

Para hallar la razén de cambio promedio en estas situaciones se tiene que

calcular el siguiente limite:

im f)—f@ _ m Af

a—b b—a  Aa—0Aa
, lim ar . . .
Notas. E! limite — calcula la razon de cambio instantaneo de f en a o
Aa — 0Aa

simplemente el cambio instantdneo de f en a.

\ 4

Figura 0.4. Gréfico de la razén de cambio instantaneo.

La Figura 2.4 muestra que la razén de cambio instantdneo se puede

expresar de la siguiente manera:

lim fW)—f@  im fla+h)—f(a)
a—b b—a  h—0 h
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Es esta forma la que se utiliza con mayor frecuencia para calcular la

razén de cambiuo instantaneo en a.

Ejemplo. Una compafiia determina que el costo (en cientos de dolares) de

fabricar x unidades de un cierto articulo es:
C(x) = —0.2x% + 8x + 40.
Halle la razdn de cambio instantaneo cuando se fabrican 5 articulos.

Solucion. Lo primero que hacemos para hallar la solucion de este ejemplo es

calcular M

Cx+h)—Clx) _

h

—0.2(x + h)? + 8(x + h) + 40— (—0.2x2 + 8x + 40)
- h

—0.2x% — 0.4xh — 0.2h? + 8x + 8h + 40 + 0.2x% — 8x — 40
- h

—0.4xh — 0.2h?* + 8h
- h
= —0.4x—-0.2h + 8

Puesto que se desea calcular la razéon de cambio instantdneo del costo C

c(5+h)—-C(5) _

cuando x = 5 se tiene que —0.4(5) — 0.2h + 8 = 6 — 0.2h. Por

ultimo, la razén de cambio instantaneo sera el limite cuando h tiende a cero, es

decir:
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lim

razon de cambio instantaneo =
h—0

(6 — 0.2h) = 6.

Esto significa que cuando se fabrican 5 articulos, el costo estd creciendo a

razon de $600 por articulo.
2.4 Continuidad
Sea f(x) una funcion, se dice que ésta es continua en X, cuando
lim
p e G = fxo)

Intuitivamente, una funcidon es continua en x, si al realizar el trazado de la

curva y = f(x) no se necesita levantar el lapiz al pasar por x.

Funcion continua

| en Xp

Figura 0.5. Gréfico de una funcién continua en x,.
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/

| Funcion no continua

Figura 0.6. Gréafico de una funcién discontinua en x.

El estudio de la continuidad de una funcion en un punto resulta de gran
importancia tedrica, pues es este concepto el que permite desarrollar, de forma

adecuada, la idea de derivacion; tema que serd tratado en el siguiente capitulo.

Nota. Se puede notar que:

1. La continuidad da el fundamento teorico a la teoria de la derivacion.
Sin embargo, en las aplicaciones que se pueden hacer a la
administracion y economia este concepto teorico tan importante se lo
puede pasar por alto, pues las funciones que aparecen en dichas
aplicaciones son de echo continuas. Por esta razon, en este texto
solamente se realizan algunos ejemplos con la intencion de mostrar cual
es el mecanismo operativo que se utiliza para averiguar si una funcion

es continua en un punto dado.
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2. Para que una funcion sea continua en x, se tiene que cumplir primero

que x pertenezca al dominio de f, pues es necesario realizar el calculo

de f (xo).

Ejemplo. Averiguar si las siguientes funciones son continuas en el punto

indicado

x2+1

2. f(x) =x>+5x—10enx, =2

3. f(x) =vx?+5x—10enx, =0

4. f(x) = ;H enxy =1

2.1

Solucion. Para probar que esta funcidn es continua se tiene que ver si se cumple

que "™ F(0) = £(0).

lim x+1
x — 0 x2+1

y f(0).

1. Calculamos por separado

lim =x+1
x — 0x2+1

0+1
=1
02+1

e f(0)=
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lim _ - . a1
Como Of (x) = f(0), la funcion definida por f(x) ==~
continua en x, = 0
lim 2 _ _ ., ~ B
2. Y — 2(x +5x—-10) =4y f(2) =2%+5(2) — 10 = 4. Luego, la

funcién es continua en x, = 2

3. En este ejemplo se tiene que x, = 0 no pertenece al dominio de f, por

tanto, f no puede ser continuaen x, = 0

4. Para este caso, igual que el ejemplo anterior, la funcidon pierde

continuidad pues x, = 1 no pertenece al dominio de f.

Ejercicios del capitulo 2

1. Calcular los siguientes limites:

lim [x2+2x+3
x— 2 X245

lim vx-2
x — 4 x-4

lim 1-x
x— 11-Vx

2. El costo de fabricar un producto es c(x) = 5x? + 3x — 2; donde x es el

numero de productos fabricados. Encuentre:
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lim —=
x — 1005 @)

donde c(x) es el costo promedio.

3. Una compaiiia especializada en lanzar productos al mercado ha
determinado que la aceptacion de cierto producto esta determinado por la ley
A(t) donde t representa el nimero de dias de haber sido introducido el

producto al mercado. Si

A(D) = 90t? — 5t + 4
B t—7
encuentre lim A(t). Interprete el resultado.
t— 120

4. Las ventas semanales (en ddlares) en una tienda, x dias después del

término de una campafia publicitaria, estan dadas por:

S = 5000 + 3600
() = x3—7x?2+2x—-1
Halle lim S(x). Interprete el resultado.

x — 150

5. Se sabe que el costo de producir x unidades de un producto estd dado

por:

5
=300+ ——
G(x) +x+1
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Calcule la razon de costo promedio cuando el nimero de articulos se

incrementa de 50 a 120 articulos. Interprete el resultado.

6. Cuando el precio de cierto articulo es igual a p, el nimero de articulos

que pueden venderse por semana estd dado por la formula

100

Jp+1

X =

Determine la razén de cambio de la demanda cuando el precio se

incrementa de $1 a $2.25

7. Con relaciéon a la funcion de demanda del ejercicio 6, calcule el

incremento instantdneo de la demanda cuando el precio es.
o SI.
o $225.

Que puede concluir con relacion al resultado del ejercicio 6.

8. El ingreso semanal total R (en ddlares) obtenido por la produccion y

venta de x unidades de cierto articulo esta dado por:

R = 500x — 2x2.

Determine el ingreso instantaneo cuando se producen y venden 30

unidades.
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Cépitulo 3

Derivacion

La palabra célculo, como otras palabras en matematica, incluyendo la propia

palabra matematica®, no son de significado matematico en su origen.

El célculo, del latin “calculus”, guijarro, se asocia a las matematicas porque
los griegos y los romanos utilizaban las piedras para ayudarse a realizar las
operaciones aritméticas. Hoy dia, la palabra célculo, sin mas calificativos,
significa en matematicas célculo diferencial e integral, cuya naturaleza vamos a

estudiar en este capitulo.

El calculo es la aportacion de muchos hombres. Aunque Isaac Newton
(1642 — 1727) y Gottfried van Leibniz (1642 — 1716) son considerados como
sus fundadores, fueron los trabajos de matematicos anteriores, incluyendo a los
lejanos en el tiempo Arquimides y Eudoxo, los que les permitieron hacer sus
descubrimientos. Ni Newton ni Leibniz se percataron de la importancia de
cuanto habian averiguado. Fueron los matematicos A. I. Cauchy (1789 — 1857)
y G. F. Riemann (1826 — 1866) los que establecieron una base tedrica firme

para el célculo.

Desde que Copérnico realizdé sus observaciones astronoémicas se entendio
que todo el universo se encuentra en constante cambio; algunas cosas cambian
rapidamente mientras que otras no. Se sabe, por ejemplo, que las plantas crecen
y por eso varia su tamafo, aunque muy lentamente; los picaflores cuando

vuelan, mueven sus alas con tanta rapidez que es imposible seguirlos con la

¢ Del griego mathema, conocimiento
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vista; la velocidad con que corre una persona es un ejemplo intermedio, su

velocidad se puede calcular facilmente.

Este capitulo trata de los cambios y, en particular, de la razén de cambio de
las cosas y estd dedicado a buscar aplicaciones de este concepto a la

administracién y economia

3.1 Un problema que lleva al concepto de derivada

Los problemas que llevaron a los matemadticos al concepto de derivada son
principalmente de caracter geométrico (hallar la pendiente de la recta tangente a
una curva dada) y mecanico (hallar la velocidad de un cuerpo). No obstante,

nosotros abordamos el tema de la derivada con el siguiente ejemplo’:

Ejemplo. Un fabricante de relojes puede producir un cierto reloj a un costo
unitario de $15. Se estima que si el precio unitario de reloj es x, entonces el

nimero de relojes vendidos por semana es 125 — x.

a. Expresar el monto de las utilidades semanales del fabricante como

funcion de x.

b. ;Como se debe determinar el precio unitario de cada reloj para que la

utilidad sea maxima?

Soluciodn.

7 A pesar de que aqui utilizamos un ejemplo relacionado con la administracion, no
podemos dejar a un lado el caracter geométrico que implica la solucion (literal b) del ejemplo.
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a. Las utilidades pueden obtenerse restando el costo total (semanal) del
ingreso total (semanal). Sea R el ingreso semanal. Como el ingreso es el
producto del costo de cada reloj y el nimero de relojes vendidos, se
tiene que R = x(125 — x). Sea C el costo total de los relojes vendidos
cada semana. Ya que el costo total es el producto del costo de cada reloj
y el nimero de relojes vendidos se tiene que C = 15(125 — x).

Finalmente, sea P(x) la utilidad semanal, entonces:

P(x)=R-C
=x(125 —x) — 15(125 — x)
= (125 - x)(x — 15)

b. Obsérvese que, a partir de la altima expresion para P(x) se puede
calcular P(15) = 0y P(125) =0, y que P(x) > 0 cuando x esta en ¢l
intervalo ]15,125]

3500

3000
2500
2000
1500
1000

500

40 20 0 /20 40 60 80 100 12(\ 140 160

Figura 0.1. Gréfico de una funcién con maximo relativo.

103



INTRODUCCION A LA MATEMATICA EMPRESARIAL

Desde la figura 3.1 esta claro que si P(x) debe tener un valor maximo,
¢éste debe ocurrir en algun numero contenido en el intervalo abierto
115,125[. En parédgrafos posteriores se aprendera que si una funcion tiene
un valor maximo, entonces debe ocurrir en un punto donde la recta
tangente es horizontal, es decir, en un punto donde la pendiente de la recta
tangente es cero. Por lo tanto, puede determinarse el valor de x que da un
valor maximo de P(x) si se tiene un método para calcular la pendiente de

la recta tangente a la gréafica de la funcion P.

Nota. Para lograr este objetivo primero consideramos como definir una recta

tangente a una curva en un punto dado.

Intuitivamente, una recta tangente a una curva en un punto P es aquella recta
que corta a la curva solamente en P. Esta idea no basta para una curva en

general. Las siguientes figuras muestran esta ocurrencia:

A

Figura 0.2. Gréfico de la reca tangente a la curva en el punto P.
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Figura 0.3. Gréfico de una recta secante a la curva en el punto P.

En la primer figura se observa que la recta corta a la curva en el punto P,
sin embargo, prolongandola lo suficiente, esta también corta a la curva en el
punto Q. En el segundo gréfico, pocos estaran dispuestos a decir que la recta es

tangente a la curva en el punto P, a pesar que ésta la corta Uinica,mente en P.

Para precisar el concepto de recta tangente y obtener una definicién general
de tangente, se empieza por considerar rectas secantes y se utiliza la definicion
de limite. Procedemos como se hace frecuentemente en matematica.
Suponiendo que se sabe que es una recta tangente a una curva, se desea calcular
la pendiente de esta recta en el punto de tangencia. Es decir, dada la funcién f

tal que x — f(x) y un punto P(x, f(xo)), se desea calcular la pendiente de la

tangente L al grafico de la funcion f en el punto P (ver figura 3.4).

8 La definicion precisa de recta tangente a una curva en un punto cae fuera del alcance de
este texto. Sin embargo, la idea que introducimos es suficiente para dar fundamento al discurso
que sigue después.
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Figura 0.4. Grafico de la recta tangente a la grafica de f en el punto P(xo, f (xo)).

La dificultad consiste en que se conoce solamente un punto P, mientras que
para calcular la pendiente se necesitan dos puntos. Por esto se escoge otro punto

Q(xl, f (xl)) sobre la curva, cercano a P. Entonces, la pendiente m de la

secante L, que une P y Q, se puede calcular (ver Figura 3.5) como

pendiente de L = QR - flxo + 1)~ fx)

PR h

Ademas,

_ _f(x1)_f(xo)_f(x0+h)_f(xo)
tan(a) =m,; = = .

X, — X h
1 0

Este niimero, se denomina el coeficiente de diferencias de f en x, para la
diferencia h.
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v

Figura 0.5. Recta secante que pasa por los puntos Py Q.

Si Q estd proximo a P, lo que significa que h es pequefio, se obtiene una
aproximacion de m. Cuando el punto Q tiende, a través de la curva al punto P,
la recta secante L; tiene por posicion limite a la recta tangente L (ver Figura
3.6). Por tanto, para calcular la pendiente de la recta L se determina la pendiente
de la secante L, y se halla el limite cuando h — 0. Lo anterior esta ilustrado en

la figura 3.6.

v

Figura 0.6. Recta tangente como limite de rectas secantes.
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Asi, la pendiente de la recta tangente al grafico de f en el punto P tiene

pendiente pendiente igiual a

_lim f(xo +h) = f(x0)
M=o h

3.2 Definicion de derivada

La derivada de una funcién f es la funcién, denotada por f' (Iéase f prima),

definida por:

lim f(x+h) —fx)
h—0 h '

f'e) =
Siempre que este limite exista.

Si f'(x) puede encontrarse, se dice que f es diferenciable en x y f'(x) se
llama la derivada de f en x, o la derivada de f con respecto a x. El proceso de
encontrar la derivada se llama derivacion.

f(x)

., . d J . .
Otra notacidn para la derivada de f en x es i utilizada por Leibniz por

la utilidad operativa que presenta, sobre este tema se hablard en pardgrafos

posteriores.

Nota. Si comparamos el calculo de la pendiente de la recta tangente al grdfico
de una curva, calculado en el paragrafo anterior, y la definicion de la derivada

de una funcion f vemos que coinciden; por tanto, la derivada de una funcion f
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en x, calcula la pendiente de la recta tangente al grafico de la curva 'y = f(x)

en el punto (xo, f (xo)).

En el ejemplo de la pagina 102, literal b, se pidi6 un procedimiento para
averiguar cudl debe ser el precio unitario de cada reloj para que la utilidad
P(x) = (125 —x)(x — 15) sea maxima. Ahora sabemos que este proceso
consiste en calcular la derivada de P(x) y luego ver para que valor de x se tiene

que P'(x) = 0.

Nota. El proceso exacto para saber que P'(x) = 0 genera un mdximo es un
poco mas complicado de lo que se dice aqui, sobre este tema se volverd en

paragrafos posteriores.
3.2.1. Ejemplos de calculo de derivadas a partir de la definicion

Puesto que el calculo de la derivada de una funcién involucra calcular el limite
del coeficiente de diferencias de f en x, se recomienda seguir los siguientes

pasos:
Paso 1: Encontrar f(x + h).
Paso 2: Encontrar f (x + h) — f(x).

Paso 3: Dividir f(x + h) — f(x) para h para obtener el coeficiente de

diferencias de f en x, esto es, f(x%)‘f(x)

Paso 4: Hallar el limite (si existe) del coeficiente de diferencias de f en x

para obtener f'(x).
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Ejemplo. Hallar la derivada de las siguientes funciones:

a. fx) =x3—4x

1

b.  f(x)=-

X

c.  flx)=+x

d. f(x) = sen(x)

e. f(x) = cos(x)

f. f(x) =log,(x)
Solucion. Para calcular la derivada de las funciones que se proponen como
ejemplos seguimos, como es natural, los pasos que se recomienda arriba; en la
resolucion de los Gltimos ejemplos no especificamos explicitamente estos pasos
con la intencion de que el lector se vaya familiarizando con el proceso en forma
directa.

a. f(x) =x3—4x

Paso 1:

fx+h)=(x+h)2—4(x+h)
= x3 4 3x%h + 3xh? + h® — 4x — 4h

Paso 2:
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fx+h)—f(x) =x3+3x%h +3xh? + h3 — 4x — 4h — x3 + 4x
= 3x2h + 3xh?> + h® — 4h = h(3x? + 3xh + h? — 4)

Paso 3:
fx+h)—f(x)  h(@Bx?+3xh+h*—4)
h B h
=3x%2+4+3xh+h*—4
Paso 4:
(x® —4x)" = f'(x)
_lim fe+h)—f(x)
" h—>0 h
_ lim 2 2
—h_)0(3x + 3xh + h* — 4)
=3x%2 -4
1
b f) =1
Paso 1:
et h)=—
fx T x+h
Paso 2:

1 1
feth) = f)="—7-7
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xX—x—nh
- (x+ h)x
h
:_(x+h)x

Paso 3:

h
fx+h)—f(x)  ~ (x+h)x
h h
1
:_(x+h)x

Paso 4:

4

B -re

_lim fGe+h)—f(x)
 h—0 h

_lim 1
_h—>0<_(x+h)x)
1
Cx?

c. fx)=+x

Paso 1:

f(x+h)=Vx+h

Paso 2:
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fx+h)—f(x)=vVx+h—+x

Paso 3:
fx+h) —f(x) Vx+h—+x
h B h
Paso 4:
(Vx) = f(x)
_lim fxe+h)—f(x)
“h—0 h
_lim Vx+h-—+x
“"h—>0 h

El calculo directo de este limite nos lleva a la forma indeterminada g.

VEFR-Vx

Primero buscamos una manera equivalente de expresar

m—ﬁ:<M—\/§><\/x—+h+\/§>

h h Vx + h+vx
_ x+h—x
_h(\/x+h+\/§)
h
:h(\/x+h+\/§)
1

VxRt x
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Por tanto

(Vx) = f'(x)

_ lim VEFR-E

T h—0 h

_ lim 1
h—0yx+h++x

_ 1

CVxHVx

1

=3

d. f(x) = sen(x). Para desarrollar este ejemplo (y el siguiente)

necesitamos las siguientes identidades trigonométricas:
1. sen?(a) + cos?(a) =1
2. sen(a + B) = sen(a)cos(B) + sen(f)cos(a)
3. cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sen(f)sen(a)

Ademads, utilizaremos el limite fundamental trigonométrico
lim sen(x) 1
x—0 «x '

Se tiene que:

f(x+ h) — f(x) = sen(x + h) — sen(x)

= sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x) — sen(x)
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= sen(x)(cos(h) — 1) + sen(h)cos(x)

f(x+h’)l—f(x) _ sen(x)(cos(h)—}11)+sen(h)cos(x), lo que nos falta calcular

Por tanto
es el limite cuando h — 0. Si realizamos el calculo directo obtenemos la

. . 0 .
forma indeterminada > buscamos entonces una forma equivalente de la

sen(x)(cos(h)—1)+sen(h)cos(x)
3 .

expresion

sen(x)(cos(h) — 1) + sen(h)cos(x)
h
sen(x)(cos(h) —1) sen(h)cos(x)
+
h h
sen(x)(cos(h) — 1) <cos(h) + 1) N sen(h)cos(x)

h cos(h) +1 h

sen(x)(cos?(h) —1) sen(h)cos(x)
~ " h(cos(h) + 1) h
sen(x)sen?(h) sen(h)cos(x)
h(cos(h) +1) n
sen(x)sen(h)sen(h) sen(h)cos(x)
hcos(h) +1) n

_ sen(h)sen(x) (sen(h) sen(h)cos(x)
B cos(h)+1< h >+ h
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_ sen(h)sen(x) (sen(h) sen(h)
B cos(h)+1< h >+cos(x)< h >

Por tanto:

(sen(x)) = f'(x)
lim fQx+h) = f(x)

“h—0 h

_ lim (sen(h)sen(x) (sen(h) sen(h)
“h— 0\ cos(h) +1 < h >+cos(x)< h >
= cos(x)

€. f(x) = cos(x).

f(x+h)— f(x) =cos(x + h) — cos(x)
= cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

= cos(x)(cos(h) — 1) — sen(x)sen(h)
Por tanto

fx+h)—f(x) cos(x)(cos(h) — 1) — sen(h)sen(x)
h B h ’

solo falta calcular es el limite cuando h — 0. Como antes, el calculo directo
. . 0 .
genera la forma indeterminada p buscamos por tanto una forma equivalente

de la expresion
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cos(x)(cos(h) — 1) — sen(h)sen(x)
h

Realizando operaiones tenemos:

cos(x)(cos(h) — 1) — sen(h)sen(x)
h
_cos(x)(cos(h) —1) sen(h)sen(x)
B h B h
_ cos(x)(cos(h) — 1) <cos(h) + 1> B sen(h)sen(x)

h cos(h) +1 h

cos(x)(cos?(h) — 1) sen(h)sen(x)
= h(costh) +1) h
cos(x)sen?(h) sen(h)sen(x)
~ hcos() + 1) h
cos(x)sen(h)sen(h) sen(h)sen(x)
= h(costh) +1) h

_ cos(x)sen(h) (sen(h) sen(h)sen(x)
B cos(h)+1< h >_ h

_ cos(x)sen(h) (sen(h) sen(h)
B cos(h)+1< h >—sen(x)< h >
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Por tanto:

(cos(x)) = f'(x)
lim fQx+R) = f(x)

“h—0 h

_ lim [cos(x)sen(h) (sen(h) sen(h)
“h— 0\ cos(h)+1 < h )—sen(x)( h )
= —sen(x)

f. f(x) =log.(x)

fx+h)—f(x) loga(x +h) —log,(x)
h - h

05e (21

Al realizar directamente el limite cuando h — 0 generamos la forma

. . 0 .
indeterminada p Luego debemos buscar una forma equivalente de

toga (57)

h

Se tiene que
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e

s ()

1 x+h%
=;l"ga< )

X
.y <1+h)ﬁ
—x 09, )

Recordamos que el limite fundamental algebraico en su forma general
lim

asegura que , ° "

1
1 . h .
(14 A)a = e, si ponemos A= ~ se tiene que % = % . Por

tanto:

(loga(®) = f'(x)

o lim fx+h)—f(x)
“h—0 h

X
_ lim (1 ( ﬁ)ﬁ
= h 0 xloga 1+x

1
= ; loga (e)

3.3 Derivada de la funcion inversa

Como habiamos indicado en la Seccion 1.4, la funcidn inversa de una funcion

f(x) =y es aquella funcion f~1(y) = x. Resulta importante saber como se

halla la derivada de la funcién inversa®.

° En realidad, la funcién es f y f(x) =y es el valor que asume f en x; si no existe

confusion, nos referiremos a la funcion f como f(x) para hacer mas agil la exposicion.
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El siguiente resultado se puede hallar en cualquir texto mensionado en la

bibliografia.

Sea f una funcién que admite funcion inversa, sea f~! la funcion inversa

de f. Se puede demostrar que la derivada de f~? estd dada por:

1
) =a=
7O =505
Nota. Se acostumbra utilizar la variable x para hacer mencion a una funcion,

es decir, escribiremos f~1(x) para referirnos a la derivada de la funcion

inversa de f(x).

Ejemplo. Calcular la derivada de la funcién inversa en los siguientes casos:

&

f(x)=5x—-1

b. f(x) =4x+5

c. f(x) = sen(x)

d. f(x) = cos(x)

e. f(x)=log,(x)
Solucién.

a. f(x) =5x — 1, en este caso se tiene que f~1(y) = ySLl y por
tanto:
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1)) =

_ 1
 (5x—1)

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que la derivada de

5x —1 es igual a 5. Con esto se tiene que: Si f(x) = 5x — 1, entonces

e =<

b. f(x) = 4x + 5, la funcioén inversa de esta funcion es
Cipy YO
7o)y =—
luego:
1
_1 ! —
(F)) o)
_ 1
"~ (4x+5)
_ 1
4

Con esto se tiene que: Si f(x) = 4x + 5, entonces f~1(x) = i.

c. f(x) = sen(x). Para la funcion seno no se puede proceder como

hicimos en los dos ejemplos anteriores, es decir, despejar x de la expresion
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y = f(x) para luego calcular f~1(y). En este caso se define la funcion
inversa de la funcion seno como la funcién arcoseno (denotada por

arcsen), es decir:

Si f(x) = sen(x) = y, entonces f ~1(y) = arcsen(y) = x.

En consecuencia:

(arcsen(y))’ = ;
(sen(x))’

_ 1

"~ cos(x)

Como sen(x)? + cos(x)? = 1y f(x) = sen(x) = y se tiene que:

cos(x) = \/1 —sen?(x) = \/1 — y2
Por tanto:

11
cos(x) 1—y2

(arcsen(y))’ =

Por ultimo, podemos escribir

1
1—x2

(arcsen(x))’ =
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d. f(x) = cos(x). Al igual que la funcion seno, se define la
funcion inversa de la funcién coseno como la funcién arcocoseno (denotada

por arccos), es decir:

Si f(x) = cos(x) = y entonces f~1(y) = arccos(y) = x.

En consecuencia;:

(COS (y)) B (cos(x))’
_ 1
~ —sen(x)
_ 1
B sen(x)

Como sen(x)? + cos(x)? = 1y f(x) = cos(x) = y se tiene que:

sen(x) = /1 — cos?2(x) = /1 —y?

Por tanto:

Por ultimo podemos escribir
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1
1—x2

(cos‘l(x))’ =—

e. f(x) =log,(x). En la Seccion 1.4 habiamos visto que la
funcion inversa del logaritmo de base a es la funcion exponencial también

de base a, es decir:

Si f(x) = log,(x) =y, entonces f~1(y) = a¥ = x.

En consecuencia:

1
(@) =
(log.(x))
B 1
1
Eloga(e)
X
loga(e)
a’
~ loga(e)
Luego, simplemente escribimos
ax
a*) = .
@)= loga@
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3.4 Derivada de las funciones elementales

Revisando la teoria desarrollada en este capitulo se puede elaborar una tabla
que recoja las derivadas de todas las funciones elementales, excepto la funcién
x", la derivada de esta funcion se la puede calcular a partir de la definicion de

derivada'®; en todo caso, su célculo cae fuera de los alcances de este texto.

Tabla 3.1 Derivadas de las funciones elementales

Derivadas de las funciones elementales
f(x) f'(x0)
% nxn—l
sen(x) cos(x)
cos(x) —sen(x)
sen~(x) 1
i<
cos™1(x) __r
i<
l0ga () ~l0g,(©)
a*
- 10g,(@)

Fuente: Autores

10 Se puede demostrar por induccioén sobre n que (x™)’ = nx™"1. Para aquellos lectores
interesados en esta demostracion se les recomienda el texto: Analisis Matematico de Jorge Lara
y Jorge Arrova.
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A partir de la tabla de derivadas de las funciones elementales se puede ver

que:

1

(ln(x))’ = iln(e) ==

X

xy — € _«x
(6 ) _ln(x)_e

3.5 Propiedades de la derivada

Desde la definicion de derivada se puede demostrar las siguientes propiedades:

1.

6.

(F) +9®) = £/ + g' ().
(F) —g®) = £'(x) - g' ().
(Af(x))’ = Af'(x), paratodo A € R.

(F()g@) = f'@)gCx) + fF()g' (x).

FY g -f)g'(x) .
(g(x)) - 92 (%) , siempre que g(x) # 0.

(fog)' () = f'(g(x))g' ().

Este grupo de propiedades nos permite calcular la derivada de una gran

variedad de funciones. El primer resultado importante es el siguiente:
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= k(x%)’
= k(0x™1)
=0

Esto es, la derivada de una constante es cero

3.5.1 Ejemplos de célculo de derivadas utilizando las propiedades

En la Seccion 3.4 se vio cual es la derivada de las funciones elementales
mientras que al inicio de la Seccion 3.5 se enumeraron las propiedades que
cumple la derivada. Ahora estamos en condiciones de calcular la derivada de
funciones mas complicadas. Esta subseccion estd dedicada al calculo de la
derivada de funciones mas complejas que las elementales. Naturalmente, es
solo un grupo mintsculo de la gran cantidad de funciones que existen, pero,
muestra como se debe proceder para calcular la derivada de la mayoria de

funciones que aparecen en las aplicaciones de la derivada.

1°. f(x) =3x3+2x%+ 7x — 2. Para hallar la derivada de esta
funcion lo primero que debemos ver es que f es la suma de 3x3 , 2x2, 7x y

—2. Se tiene entonces, aplicando la propiedad 1:

f'(x)=@x3+2x2+7x—2)
=((3Bx3) +(2x%) + (7x)' — (2)'

Segun la propiedad 3 se tiene que:

) =30 +2(x*)" +7(x)' -0
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El ultimo término es cero pues es la derivada de una constante, para
terminar debemos derivar cada término que se encuentra entre paréntesis, se
debe tener presente que esta derivada es solo un caso particular de la

derivada de x™:

f'(x) =3(3x2%)+2(2x) +7(1)
=9x2 +4x +7.

En los ejemplos que siguen no especificamos cada paso que realizamos
para calcular la derivada de la funcion dada. El lector debe estar atento para

explicar cual propiedad se ha aplicado y también para ver que funcion

elemental se esta derivando.
2°. f(x)=5x7—8x>+x2—-5x+6

f'(x) = (5x7 —8x° +x2 —5x+6)’

= (5x7)" — (8x%) + (x*)' — (5x)" + (6)’
=5x7) —8(x°) + (2x) —=5(x)'+ 0

= 5(7x%) — 8(5x*) + 2x — 5(1)

= 35x® — 40x* + 2x — 5.

3°.  f(x) = 5x3 + 8sen(x) + 4cos(x) — 3In(x) + 6e*

f'(x) = (5x3 + 8sen(x) + 4cos(x) — 3ln(x) + 6e*)’
= (5x3)" + (8sen(x))' + (4cos(x)) — (3In(x))' + (6€*)’
=5x3)"+ 8(sen(x))' + 4(cos(x))’ — 3(ln(x))’ + 6(e*)’

X

= 5(3x2) + 8(cos(x)) + 4(—sen(x)) — 3 (1) + 6(e*)
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3
= 15x2 + 8cos(x) — 4sen(x) — < + 6e”*.

4°.  f(x) = 2x? + 8Vx — 4in(x) + 5e*

f/(x) = (2% + 8Vx — 4ln(x) + 5e*)’

8 1
=4x+—=—4—-+5e*

2\/x X
4+4 4+5x
=4x +—=——+ 5e*.

Vx X

5°.  f(x) = 3x%sen(x) + e*cos(x)

/() = (x?sen(x) — e*cos(x))’

= (x%sen(x)) — (e*cos(x))’

= (x2)'(sen(®)) + (x?)(sen(x))' = ((e*)'(cos(x)) + (e¥)(cos(x))')
= 2xsen(x) + x2cos(x) — (excos(x) + ex(—sen(x)))

= 2xsen(x) + x?cos(x) — (e"cos(x) — exsen(x))

= 2xsen(x) + x2%cos(x) — e*cos(x) + e*sen(x).

7x3+5x%4+x
6", f(x) = 3x2-5x

fl(x) _ <7x3 + 5x2 + x>’

3x2 — 5x

_ (7x% +5x% + x)'(3x% — 5x) — (7x® + 5x + x)(3x* — 5x)’
B (3x%2 — 5x)2
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(21x% 4+ 10x + 1)(3x2 — 5x) — (7x3 + 5x2 + x)(6x — 5)
- (3x% — 5x)2

(63x* — 75x% — 47x% — 5x) — (42x* — 5x® — 19x? — 5x)
N 9x* — 30x° + 25x7

63x* — 75x3 — 47x% — 5x — 42x* + 5x + 19x% + 5x
N 9x* — 30x° + 2547

21x* — 70x3 — 28x2
T 9x" —30%° + 25%%

7°.  f(x) = tan(x). En este caso se debe recordar primero que

sen(x)

tan(x) = luego

cos(x)’

£ = <sen(x)>'

cos(x)

B (sen(x))’(cos(x)) — (sen(x))(cos(x))’
(cos(x))2
B cos(x) (cos(x)) — sen(x)(—sen(x))

cos?(x)

cos?(x) + sen?(x)
- cos?(x)
1
- cos?(x)

= sec?(x).

_ g
g2 (x)

propiedad se deja como ejercicio para el lector.

Nota: Si f(x) = — entonces f'(x) = La prueba de esta

g(x)
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8°.  f(x) = ctan(x). Al igual que el ejemplo anterior se tiene que

ctan(x) = t;, luego

an(x)

Fre = (=)

tan(x)

_ sec*(x)
T tan? (%)

_ tan*(x) +1
B tan?(x)

= —(1 + ctan?(x))

= —csc?(x).

Para los ultimos pasos de este ejercicio, se debe recordar que:

tan?(x) + 1 = sec?(x), ctan®(x) + 1 = csc?(x).

9°.  f(x) = sec(x). Al igual que antes sec(x) =

cos(x)

P = ()

cos(x)
_ —sen(x)
T cos?(x)

B 1 sen(x)
B (cos(x)) <cos(x)>

= sec(x)tan(x).

1

sen(x)

10°.  f(x) = csc(x). En ese caso se tiene que csc(x) =
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4

fre) = (senl(x))

cos(x)

 sen? (%)

= —ctan(x)csc(x).

11°.  f(x) =+/sen(x). Para hallar la derivada de f se tiene que
observar primero que f(x) = (goh)(x) donde las funciones f,g estan

definidas como g(x) = v/x y h(x) = sen(x); luego de esta aclaraciéon se

tiene que:

f1x) = (\/sen(x))'

B Zw/sen(x (cos(x))

cos(x)

Zw/sen(x).

Nota. La forma de calcular la derivada de este ejemplo resulta del hecho
que (goh)'(x) = g’(h(x))h'(x) (ver la propiedad 6 del inicio de la

Seccion 3.5) y como g'(x) = — 7€ tiene que

cos(x)  cos(x)

! h —_ —_
g( (x)) 2 h(x) 2+/sen(x)

ya que h'(x) = cos(x).
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12°.  f(x) = cos(e3¥)

f'(x) = (cos(e))’
= —sen(e®*)(e3)(3)

= —3e3*sen(e3¥).

Nota. Como se observa en el calculo de la derivada de este ejemplo, el

resultado sigue el siguiente esquema:

(fogohy () = (f (9(n0))) = £ (9(h()) ' (K ().

De manera mas general, lo que se hace es ir derivando la funcién de
izquierda a derecha, cada vez que se encuentre con una nueva funcion se pone

la derivada de esa funcion con argumento la funcion o funciones que se hallan a
la derecha

(fF10f20fa0—0f) (x) =
FA ool FaCOMF2 (Falr Fa(e)) - o ()

13°. f(x) = cos(ln(x))
f'(x) = (cos(ln(x))),

= —sen(ln(x))%

_ sen(ln(x))

X
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14°.  f(x) = In(sen(x® + 5x% — 7x + 6))

f'(x) = (ln(sen(x3 +5x% — 7x + 6))),

1
B (sen(x3 +5x2 —-7x+ 6))

cos(x3 + 5x% — 7x + 6)(3x2

+10x — 7)

15°. f(x) = esen(Vx)

F@) = (esentR)
= e5en(V%) s (yF) ——
2Vx

3.6. Aplicaciones de la derivada. Primera parte
La teoria desarrollada hasta este momento nos permite dar las primeras
aplicaciones a la administracion y economia de la derivada; més precisamente
definimos en esta seccion lo que se conoce como costo marginal, elasticidad de
costo e ingreso marginal.

3.6.1 Costo marginal

Sea C(x) el valor o importe del costo total de la produccion de x unidades de

cierta mercancia, entonces el costo marginal cuando x = x;, estd definido por
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C'(x;), cuando esta derivada existe. La funcién C' se llama funcion de costo

marginal.

Nota. C'(x) se interpreta como el costo aproximado de la (x + 1) — ésima

unidad después de que se han producido x unidades.

Ejemplo. Suponiendo que C(x) es el costo total en dolares de la manufactura de

x juguetes, y C(x) = 110 + 4x + 0.02x2. Calcular:

a. La funcién de costo marginal

b. El costo marginal de producir 50 juguetes

c. El valor real de fabricacion del juguete nimero 51
Solucion.

a. La funcion de costo marginal esta dada por C'(x), luego

C'(x) =4+ 0.04x

b. El costo marginal de producir 50 juguetes esta dado por C'(50),
en nuestro caso se tiene que C'(50) = 4 + 0.04(50) = 6

c. El valor real de fabricacion del juguete nimero 51 esta dado por

C(51) — €(50), es decir 6.02

Notese que las respuestas en los literales b y c¢ difieren en 0.02. Esta

discrepancia se produce porque el costo marginal es la razon de cambio
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instantaneo de C(x) con respecto a un cambio unitario en x. De aqui, C'(50) es
el nimero aproximado de dolares en el costo de la produccion del juguete

quincuagésimo primero.

Nota. Los economistas suelen aproximar el costo de la produccion de una
unidad mas, utilizando la funcion de costo marginal pues resulta mds simple

calcular C'(x) que C(x + 1) — C(x).

3.6.2 Elasticidad de costo

Primero recordemos que el costo promedio de producciéon de cada unidad de
una mercancia se obtiene al dividir el costo total entre el nimero de unidades

producidas. Representando por Q(x) el valor del costo promedio tenemos que

Q(x) = %x), Q se llama funcion de costo promedio.

Sea C(x) doblares el valor del costo total de produccion de x unidades de un

articulo y Q(x) dolares el costo promedio de produccion, entonces la

c'(x)
Qx)”

elasticidad de costo esta dada por la funcion k definida por k(x) =

Nota. Si la elasticidad de costo es menor que 1, entonces el costo de
produccion de la siguiente unidad sera menor que el costo promedio de
unidades ya producidas. Si la elasticidad de costo es mayor que 1, entonces el
costo promedio unitario se incrementard cuando se produce una unidad

adicional.

Ejemplo. Supdngase que C(x) dodlares es el costo total de produccion de x

2
marcos, y que C(x) = 50+ 8x — 1’%. Determinar el costo promedio, el costo
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marginal y la elasticidad de costo cuando x = 60. Dar la interpretacion

econdmica de estos resultados.

Solucioén. Si Q es la funcion de costo promedio, entonces:

C(x)
Q) = ——
xZ
50+8x—s55 50 X
_ 100=—+8——
X X 100

En consecuencia;:

60—50+8 60—083+8 0.6 = 8.23
Q( )_60 100 R

Por lo tanto, el costo promedio de cada uno de los 60 marcos es 8.23 ddlares.

La funcion de costo marginal es C'(x).Es decir, C'(x) = 8 — ;—0. De aqui:

C'(60) = 8 O g_12-68
~ 50 e

Por consiguiente, el costo aproximado de produccion de la unidad nimero

61 es $6.8.

La elasticidad de costo cuando x = 60 es k(60), realizando los calculos se

tiene que:
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C'(60) 68 0.3
Q(60) ~ 823

k(60) =

Por lo tanto, el costo del marco nimero 61 equivale a 83 centésimos del

costo promedio de las primeras 60 unidades.

3.6.3 Ingreso marginal

En la subseccion 1.5.4 se afirmé que la ecuacion de demanda es aquella que da
la relacion entre p y x, donde se demandan x unidades de un articulo cuando el
precio unitario es p dolares; en efecto, se afirmé que dicha ecuacion se expresa
en la forma p = f(x). Otra funcion importante en economia es la funcion de

ingreso total, la cual se simboliza con R y esta calcula como R(x) = px.

Si R(x) es el ingreso total obtenido, cuando se tiene una demanda de x
unidades de una mercancia, entonces el ingreso marginal cuando x = x; esta
definido por R'(x;), si la derivada existe. La funcion R’ se llama funcion de

ingreso marginal.

Nota. R'(x;) puede ser positiva, negativa o cero, y puede interpretarse como la
tasa de cambio del ingreso total cuando se demandan x, unidades. Asi pues,
como C'(x) es el costo aproximado de la (k + 1) — ésima unidad después de
que se han producido las primeras k unidades, R'(k) es el ingreso aproximado
de la venta de la (k + 1) — ésima unidad después de haber vendido las

primeras k unidades.

138



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

2
Ejemplo. Sea R(x) = 300x — x? el ingreso total en dolares que se obtiene por

la venta de x mesas.

a. Calcular la funcién de ingreso marginal.

b. Calcular el ingreso marginal cuando x = 40.
Solucion.

a. La funcion de ingreso marginal es R'(x) = 300 — x

b. El ingreso marginal cuando x = 40 es R'(40) = 300 — 40 =
260

Nota. El ingreso real por la venta de la cuadragésima primera mesa es

R(41) — R(40) =

=300(41) — (4;)2 - <300(40) - (43)2>

= 12300 — 840.5 — (12000 — 800)
= 2595

De aqui, el ingreso real por la venta de la cuadragésima primera mesa es
259.5. En el literal b del ejemplo anterior obtuvimos R'(40) = 260, y $260 es

una aproximacion del ingreso obtenido por la venta de dicha mesa.

Ejemplo. La ecuacion de demanda de una cierta mercancia es 5x + 3p = 15.

Hallar la funcion de ingreso total y la de ingreso marginal.
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Solucion. Para hallar la funcion de ingreso total R(x) primero debemos
despegar p de la ecuacién de demanda. Se tiene que p = —gx + 5. Por tanto la

funcién de ingreso total es:
5
R(x) =px = —§x2 + 5x.

Y la funcién de ingreso marginal es:

, 5, " 10
R(x):<—§x +5x) =—?x+5.

Nota. Como x y p son no negativos se tiene que 0 < x < 3.
3.7 Maximos y minimos

3.7.1 Derivadas de orden superior

Recordemos que la derivada de una funcién f d& como resultado una nueva
funcion f’, la cual podemos llamarla g, es decir, f'(x) = g(x). Tiene sentido
preguntarnos cudl sera la derivada de la funcion g; esto es, cudl ser la derivada

de la derivada de la funcion f.

En este sentido se habla de derivadas de orden superior. Para que su
definiciéon sea mas entendible es conveniente utilizar la notacién de Leibniz

df (x)

~ 5 para la derivada.
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Se llama derivada de orden n o derivada de n — ésimo orden de la funcién

f ala siguiente derivada:

d"f(x) _ d <d”‘1f (x)>

dxn dx\ dx™1
Nota. Con respecto a la definicion de derivada de n — ésimo orden se puede

decir los siguiente:

1. La definicion de derivada de orden n es un ejemplo de lo que se
conoce como definicion recursiva, es decir, para calcular su valor es

necesario conocer cuanto es su valor anterior.

0
2. Admitimos que dd}; (Ox) = f(x).
3. La derivada de segundo orden es la derivada de la derivada de
primer orden, la derivada de tercer orden es la derivada de la derivada de
segundo orden, la derivada de cuarto orden es la derivada de la derivada

de tercer orden, etc.

e d (df ()
dx?2 ~ dx\ dx [
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df0)  d <d4f(x)>

dx5  dx\ dx*
Ejemplo. Calcular las siguientes derivadas de orden superior:

a. La segunda derivada de f(x) = x®> + 5x* + 7x — 1

b. La tercera derivada de g(x) = sen(x) + x> + 2

c. La cuarta derivada de h(x) = cos(x?)
Solucion.
a. Para calcular la segunda derivada de f primero debemos calcular

la primera derivada. Se tiene que

d(x® +5x* + 7x — 1)

=3x%+10x + 7.
dx
Luego
d’f(x) d (df(x®+5x*+7x—1)

dx?  dx dx

_ 4 3x2+10x+ 7) = 6x + 10

_dx(x +10x +7) = 6x +
b. Para el calculo de esta derivada procedemos de la siguiente

manera
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d*g(x) _d <dzg(x)>

dx3  dx\ dx?
_d(d (dg(x)
T dx\dx\ dx
_d (d (d(sen(x) +x° +2)
" dx \ dx dx

d 2
=— a(cos(x) + 3x )>

d
= (—sen(x) + 6x)

= —cos(x) + 6.
c. En este caso se tiene que

d*h(x) d <d3h(x)>

dx* :E dx3

_d(d (d*h()
T dx E( dx? >
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N
=— a(— sen(x?) — 4x2cos(x?))

d
= a(—4xcos(x2) — 8xcos(x?) + 8x3sen(x?)).

Simplificando:

—4xcos(x?) — 8xcos(x?) + 8x3sen(x?) = —12xcos(x?) + 8x3sen(x?)
Por tanto:
@) _

T = 7 (~12xcos(x?) + 8x*sen(x?))

= —12cos(x?) + 24x%sen(x?) + 24x%sen(x?) + 16x*cos(x?)
= —12cos(x?) + 48x%sen(x?) + 16x*cos(x?)

3.7.2 Definicion de maximo y minimo

Dada una funcidn f, se dice que x, es un maximo local en el intervalo I si se
cumple que f(x) < f(x,) para todo x elemento de I. De igual manera, se dice
que x, es un minimo local en el intervalo I si se cumple que f(x) = f(x,) para

todo x elemento de 1.

Si x( es un maximo local en I, la gréfica de f tiene la siguiente forma en [
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v

Figura 0.7. Grafico de maximo local.

Si x( es un minimo local en 1, la gréafica de f tiene la siguiente forma en [

A

Xo
Figura 0.8. 8 Gréafico de minimo local.

Nota. Una funcion puede tener varios mdximos y minimos en su dominio.
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maximo

minimo

Figura 0.9. Gréfico de una funcién con varios maximos y minimos.

3.7.3 Célculo de maximos y minimos

Como se menciono en la Seccion 3.2, la derivada f'(x,) se la puede interpretar
como la pendiente de la recta tangente a la curva grafico de f en el punto
(0, f(x0)). Si esta pendiente fuera cero, la recta tangente seria horizontal con

lo cual x, tendria que ser o bien un maximo o bien un minimo.

A

maximo

minimo

v

Figura 0.10. Grafico de la recta tangente en los maximos y minimos.
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A partir de la figura 3.10 se puede intuir una forma analitica de calcular los
posibles maximos y minimos de una funcidon. Primero necesitamos la siguiente

definicion.

Definicion. El valor x, se llama punto critico de f cuando f'(xy) =0 o

cuando f'(xy) no existe.

Como se indico mads arriba, si x, es un punto critico de f, este podria ser un
maximo o minimo, en ocasiones esto no ocurre como muestra el siguiente

ejemplo:

Ejemplo. Sea f(x) = x3. Se tiene que f'(x) = 3x? y por tanto x, = 0 es un
punto critico de f. Sin embargo, éste no es ni un maximo ni un minimo de f

como se puede observar en la figura siguiente.

v

Figura 0.11. Grafico de la funcién f(x) = x3.
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Nota. Calcular los puntos criticos de una funcion nos ayuda a hallar los
posibles maximos y minimos de una funcion pero, como se ve en el ejemplo
anterior, esto no garantiza que dichos puntos criticos en verdad sean los
mdximos y minimos que buscamos. En la siguiente seccion se da un método

para decidir si los puntos criticos de una funcion son mdaximos o minimos.

3.7.4 Criterio de la segunda derivada para maximos y minimos

Existen al menos dos formas para averiguar si un punto critico es un maximo o

minimo de la funcién f:

1. Estudiar el comportamiento de la funcion en puntos cercanos del

punto critico
2. Aplicar el criterio de la segunda derivada

La siguiente figura muestra como se tiene que estudiar el comportamiento

de una funcién en punto critico x
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Figura 0.12. Comportamiento de una funcién en un punto critico.

En la figura se puede observar que:

o si x < xp, la pendiente de las rectas tangentes es positiva.

o si x > x,, la pendiente de las rectas tangentes es negativa.

Se puede concluir que el punto critico x, es un maximo si al acercarse a x,
con valores menores a x, las pendientes son positivas y al acercarse a x, con
valores mayores a x, las pendientes son negativas. Este hecho lo podemos

esquematizar en la siguiente Tabla:
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Tabla 3.2. Comportamiento de un maximo en puntos cercanos a Xq

x < Xg Xo X > Xg
Pendientes positivas Pendiente cero Pendientes negativas
+ 0 -

Fuente: autores

Nota: En el caso de un minimo se puede hacer un analisis igual, sus resultados

se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 3.3. Comportamiento de un minimo en puntos cerdanos a X

x < Xg Xo X > X
Pendientes negativas Pendiente cero Pendientes positivas
- 0 +

Fuente: autores

Para averiguar si un punto critico x, €s un maximo o minimo también se

utiliza el siguiente criterio:

Sif"(xy) <0 entonces X €S Un maximo
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entonces Xo €S un minimo

Sif"(x)g >0
Xo €s un punto de inflexion

Sif"(xg) =0 entonces
Nota. En este criterio aparece la nocion de punto de inflexion, éste se lo puede

interpretar grdficamente como un punto en el cual la pendiente de la recta es

cero, pero esta recta atraviesa la curva.!!
|

Punto de inflexion

Figura 0.13. Punto de inflexion.

A la hora de calcular los méximos y minimos de una funcion, el que decide

el proceso es naturalmente, quien hace los calculos. Sin embargo, de los dos

criterios normalmente se prefiere el segundo por la facilidad que presentan sus

calculos.
Ejemplo. Calcular los maximos y minimos (si existen) de la funcion definida

por f(x) =3x3+2x% —x + 1.

T Los detalles técnicos de este criterio se los puede hallar en el analisis matematico de

Lara, mencionado en la bibliografia de este capitulo.
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Solucion. Para hallar los posibles maximos y minimos tenemos que calcular

primero los puntos criticos. En este caso se tiene que:

fl(x)=Bx3+2x2—x+1)
=6x2+4x—1

Los puntos criticos serdan aquellos nimeros reales que anulan la derivada
(en este caso la derivada existe para todo numero real). Es decir, aquellos
numeros reales para los cuales f'(x) = 0. Realizando los calculos se tiene que

6x% +4x —1 =0 conlo cual x; = 0.19371y x, = —0.86038.

La segunda derivada es f''(x) = 12x + 4. Aplicando el criterio de la

segunda derivada se tiene que

f'"(0.19371) = —1.8615 X 107° <0 x; = 0.19371 es un
maximo
f"(—0.86038) = 2.4664 x 107 > 0 x, = —0.86038 es un
minimo

3.8 Aplicaciones de la derivada. Segunda parte

3.8.1 Inventarios
Una importante aplicacion del calculo de maximos y minimos se encuentra en

el control de inventarios, donde a una compaiia le in teresa la minimizacion de

los costos de obtencion y almacenamiento del inventario.
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Ademas de los costos de produccion de cada mercancia, una fabrica
enfrenta otros dos costos, los cuales se llaman costos de preparacion y costos de
almacenamiento. El costo de preparacion es el gasto de preparar una corrida de
produccion y el costo de almacenamiento es la cantidad en que se incurre
cuando se almacenan las mercancias producidas hasta que se venden. Se hacen

dos suposiciones:

1. La produccion es instantdnea, en cuyo caso el inventario se

volvera cero antes de que haya una nueva corrida de produccion.

2. No se admiten insuficiencias, lo cual evita que ocurra un

inventario negativo.

Se supone que si existe una demanda uniforme cuando una corrida de
.y . . . . 1 .
produccion consta de x unidades, el inventario promedio es de 5X unidades.

Supdngase por ejemplo, que hay una demanda mensual uniforme de 600
unidades de una cierta mercancia. Podria haber una corrida de produccion de
600 unidades al inicio del mes, y estas mercancias se almacenarian y venderian
durante el mes, debido a la demanda uniforme, el inventario promedio del mes
seria de 300 unidades. Si se efectiian dos corridas de produccion (es decir, 300
unidades producidas al inicio del mes y otras 300 al cabo de 15 dias), entonces
el inventario mensual en promedio disminuiria hasta 150 unidades, y se
produjeran 200 unidades cada 10 dias, esto reduciria todavia mas hasta llegar a
100 unidades. Cuando el numero de corridas de produccion aumenta, el
inventario mensual en promedio disminuye, y asi cuando el costo total de
preparacion crece, el costo total de almacenamiento decrece. Se desea

minimizar la suma de estos dos costos.
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Ejemplo. Una compafiia tiene una demanda uniforme de 6000 mercancias al
mes. El costo de preparacion de cada corrida de produccion es de $ 60
(dolares), y el costo de almacenamiento mensual de cada mercancia es de 50
centavos (de dolar). Si la produccién es instantdnea y no se admiten
insuficiencias, /cuantas unidades deben producirse en cada corrida a fin de

minimizar el costo total de la obtencioén y almacenamiento del inventario?.

Solucion. Sea x el nimero de mercancias producidas en cada corrida de
produccion; 0 < x < 6000. Sea C(x) el costo total mensual de obtencién y

almacenamiento del inventario.

Como se van a producir 600 unidades al mes, el numero de corridas de
. 6000 . .
produccion por mes es de — El costo de preparacion de cada corrida es de $

60 y en consecuencia, el costo total de preparacion es:

6000
(%)
x

Ya que se supone una demanda uniforme y como la produccién es

. r 4 . r . . X
instantanea, el nimero promedio de articulos en inventario es 7 El costo
mensual de almacenamiento es de 50 centavos por unidad y, por lo tanto, el

. 1x . .
costo total de almacenamiento es EE En consecuencia se tiene que:

C(x) = 60 (@) +22

Lo que tenemos que hacer es averiguar cudl es el valor de x que minimice

C. Al calcular la derivada de C e igualarla a cero se tiene que:
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') = 360000 N 1 0
X = x? 4

Con lo cual se tiene que x = 1200. Al realizar la prueba de la segunda
derivada se concluye que este es un punto minimo de C, es decir, se deben
producir 1200 unidades para minimizar el costo total de obtencion y

almacenamiento del inventario.

3.8.2 Problemas de optimizacion

Muchos problemas practicos estan relacionados con ciertas propiedades de
maximos y minimos; por ejemplo, maximizar la produccion de café, minimizar
el tiempo de transporte desde una empacadora de camardn hasta el aeropuerto.

Los problemas de esta clase se denominan problemas de optimizacion.

Ejemplo. En una plantaciéon de aguacates hay 40 arboles por hectarea y el
rendimiento promedio es de 900 aguacates por arbol. Por cada arbol adicional
plantado por hectarea, el rendimiento promedio por arbol se reduce
aproximadamente en 10 aguacates. ;Cuantos arboles por hectarea daran la

mayor cosecha de aguacates?

Solucion. El objetivo es hallar el nimero de arboles que den una cosecha

maxima. Considérense los siguientes pardmetros:

° C cantidad cosechada

° x numero de arboles adicionales
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o 40 + x nimero de arboles después del incremento

J 900 — 10x produccion por arbol después del incremento

Por tanto, la cosecha es:

C(x) = (40 + x )(900 — 10x)
= 36000 — 400x + 900x — 10x2
= 36000 + 500x — 10x2

Por tanto, C'(x) = 500 — 20x. Esta derivada se anula para x = 25, es

decir, x = 25 es el unico punto critico. Veamos si este es un maximo o minimo.

C"(x) = —20, si reemplazamos este punto critico en la segunda derivada el
resultado sera —20 por tanto, este es un maximo. Concluimos que el niimero

optimo de arboles a plantar es 40 + 25 = 65 arboles por hectarea.

3.8.3 Aplicaciones a la economia
Los métodos del célculo que generalmente se emplean en el mundo de los
negocios son para maximizar los beneficios o planificar una expansion. La idea

general es la siguiente:

Los economistas definen la funcién de costo C(q) como el costo de
producir una cantidad g de algun producto. La funcion de renta R(q) mide el

ingreso que se obtiene luego de vender una cantidad q.

Si p(q) es el precio unitario cuando se vende q unidades, entonces
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R(@) =p(q@) X q

Si p(q) es constante, R(q) es una linea recta. En muchos casos, sin
embargo, p(q) decrece cuando q crece (a mayor unidades vendidas, el precio

unitario es menor).

La funcidén de beneficio o utilidad se define como

n(q) = R(q) —C(q)

El célculo se puede utilizar para saber las cantidades del producto que
maximizan el beneficio. Para un maximo se debe tener 7'(q) = 0. Esto ocurre

cuando R'(q) = C'(q).

Nota. Como se mencioné en el pardgrafo 3.6.1 C'(q) es el costo marginal, es
decir, el incremento en el costo cuando se produce una unidad adicional,
cuando el nivel actual de produccion es de q unidades. Analogamente la renta
marginal R'(q) da el incremento del ingreso cuando se vende una unidad

adicional, si el nivel de ventas es q.

Por tanto, para que exista un beneficio maximo el nivel de produccion debe

ser tal que el costo marginal iguale a la renta marginal.

La funcion de costo promedio se define como:

_ @
P(q) = .
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Para que el costo promedio sea minimo se debe tener que P'(q) = 0.

Aplicando las reglas de derivacion se tiene que:

_q¢'(q) — ¢(q)

P'(q) 7

Si el costo promedio es minimo, se cumple:

qC'(q) = C(q)

C
C'(q) = % =P(q)

Asi, para un costo promedio minimo, el costo marginal debe ser igual al

costo promedio.

Ejemplo. Supongamos que un gerente de una linea aérea desea investigar si es
posible introducir un vuelo adicional en una ruta comercial. Para ello averigua
primero que los costos totales de operacion son C(g) = 50000 + 10000q +
5% donde la constante 50000 representa los costos fijos, el término lineal
10000q es el costo primario por vuelo, el término cuadratico 5g2 es el costo
adicional incurrido por la complejidad de la operacion. Ademas, la rentabilidad

esta dada por R(g) = 20000g — 1000. El propoésito es maximizar el beneficio.

Solucién. Puesto que la funcion de beneficio estd dada por

n(q) = R(q) — C(q).

Este serd maximo si '(q) = 0.
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Relizando los calculos se tiene que:

n'(q) = R'(q) — C'(q)
= 10000 + 10g — 20000.

Por tanto:

10000 + 10g — 20000 = 0.

Es decir g = 1000, esto es, el beneficio serd maximo si se venden 1000

boletos.

Ejercicios del capitulo 3

1. Supéngase que C(x) dolares es el costo total de produccion de
un articulo. Si el costo estd dado por C(x) = 2x2 + x + 8. Hallar la funcién

que da:

e El costo promedio

¢ El costo marginal

2. El costo total de produccion de x unidades de un cierto articulo

esta dado por la funcion C(x) = 20 + 5x + 2+/x. Encuentre:

e El costo promedio cuando x = 25

e El costo marginal cuando x = 25
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e [a elasticidad de costo cuando x = 25

3. El ingreso total de la venta de x libreros esta dado por

2

X
R(x) = 150x s

Determine:
¢ La funcién de ingreso marginal
e El ingreso marginal cuando x = 20
e Elingreso real obtenido de la venta del librero niimero 21
4. En una fabrica productora de champifiones, el producto se
empaca en cajas que llevan una etiqueta en la que se destaca las cualidades
del producto. Se necesita gastar la menor cantidad de papel en la
elaboracion de las etiquetas, las cuales han de contener 50 cm? de texto con

un margen de 4 cm arriba y abajo y de 2cm a los lados. Hallar las

dimensiones de la hoja de papel de manera que el area sea minima.
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es dar el sustento necesario al cdlculo diferencial. El capitulo 3 esta
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